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第 二 次 修订 本 前 言 


在 本 次 修订 本 中 ,我 们 对 原 有 内 容 作 了 少量 的 修改 , 较 大 的 变 
化 是 增加 了 一 些 章节 与 相应 的 习题 . 自 本 书 出 版 以 来 ,分 支 理 论 有 
了 很 大 的 发 展 , 它 已 成 为 许多 应 用 学 科研 究 工 作 中 讨论 的 重要 方 
面 .为 了 较 全 面 地 反映 已 有 的 数学 内 容 ,我们 增加 了 奇 点 分 支 与 分 
界线 环 分 支 两 章 ( 第 七 与 第 十 章 ), 还 对 原 有 的 Hopf 分 支 的 高 维 
情况 ,补充 了 一 些 有 用 的 公式 (第 十 一 章 8$ 4). 另外 , 柱 面 \ 环 面 上 
的 微分 方程 也 是 几何 理论 的 一 个 重要 部 分 , 原 书 未 曾 涉及 ,现在 增 
加 一 章 , 放 在 最 后 ,并 以 偶合 振子 系 作为 一 个 具体 的 例子 ,来 说 明 
如 何 灵 活 运用 本 书 的 理论 与 方法 ,从 而 导出 新 颖 的 结果 . 

在 写作 的 过 程 中 ,我 们 除 引用 几 个 在 动力 系统 中 已 成 为 常识 
的 概念 和 定理 外 , 仍 力图 使 本 书 是 自封 的 . 

最 后 , 谨 向 自 1981 年 第 一 版 发 行 以 来 对 本 书 提出 过 宝贵 意见 
的 读者 们 表示 衷心 感谢 


张 锦 炎 ” 冯 贝 叶 
1997 年 6 月 于 北京 


修订 本 前 言 


自 本 书 第 一 版 发 行 以 来 , 收 到 了 许多 读者 的 来 信 , 有 的 提出 了 
宝贵 意见 ,有 的 指出 了 印刷 错误 ,更 多 的 则 是 表达 了 对 作者 的 鼓励 
和 希望. 借 此 再 版 机 会 , 谨 向 这 些 同志 们 表示 衷心 的 感谢 . 

在 本 次 修订 本 中 ,除了 改正 若干 已 经 发 现 的 错误 外 ,我 们 按照 
读者 的 要 求 , 编 人 了 习题 部 分 . 本 书 前 三 章 的 主题 是 平面 自治 系统 
的 定性 理论 ,第 五 章 为 熟知 的 应 用 . 但 这 种 方法 的 应 用 范围 远 不 止 
于 此 ,为 了 说 明 也 可 以 用 它 来 解决 某 些 非 自治 问题 和 三 维 问题 ,在 
新 版 中 加 写 了 最 后 一 章 , 在 其 中 我 们 详细 讨论 了 这 两 种 类 型 的 若 
干 实例 .读者 不 妨 先 试图 了 解 这 些 问题 的 提 法 ,然后 自己 设法 给 出 
解决 的 途径 ,而 将 书 中 的 论述 作为 参考 . 


作 者 
1987 年 9 月 9 日 于 北京 大 学 
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序 言 


编写 本 书 的 目的 是 希望 提供 一 本 包括 平面 自治 系统 与 稳定 性 
理论 初步 ,以 及 分 支 问题 的 教材 . 

在 平面 自治 系统 与 稳定 性 部 分 ,本 书 力图 做 到 深入 浅 出 ,使 凡 
掌握 数学 分 析 、 线 性 代数 与 常 微分 方程 的 读者 都 能 顺利 阅读 . 第 四 
章 中 介绍 了 抽象 动力 系统 的 一 些 基本 概念 (如 导 算 子 \ 流 等 ), 既 是 
后 面部 分 章节 所 需要 的 ,又 是 进一步 研究 一 般 动 力 系统 的 基础 . 因 
此 ,希望 读者 能 熟练 掌握 . 第 五 章 中 除了 传统 的 非 线性 振动 方面 的 
应 用 之 外 还 编 入 了 在 生态 学 方面 的 应 用 . 常 微分 方程 在 生物 学 中 
的 应 用 是 极其 广泛 的 ,生态 学 中 的 应 用 只 不 过 是 其 中 的 一 个 方面 ， 
我 们 介绍 它 是 希望 通过 它 引 起 读者 对 这 类 问题 的 兴趣 . 

常 微分 方程 分 支 理论 是 不 少 学 科 所 需要 的 ,但 至 今 国内 尚未 
有 一 本 书 较 系 统 地 阑 述 过 这 方面 的 内 容 . 本 书 整理 了 Hopf 分 支 
问题 现 有 文献 中 的 两 种 主要 方法 , 即 Friedrich 方法 和 后 继 函 数 
法 ;另外 作者 采用 Liapunov 第 二 方法 建立 了 分 支 问题 与 失 稳 现 象 
的 联系 . 在 分 支 问题 部 分 把 这 三 种 方法 同时 介绍 给 读者 ,希望 在 掌 
握 了 这 些 之 后 就 能 够 阅读 有 关 问 题 的 近代 文献 并 从 事 研 究 工作 . 

当然 这 些 都 只 是 作者 的 愿望 . 由 于 水 平 有 限 ,缺点 错误 一 定 不 
少 ,欢迎 读者 批评 指正 . 

此 书稿 曾 作为 选修 课 的 讲义 ,于 1979 年 度 在 北京 大 学 数学 系 
进修 政和 研究 生 中 讲授 过 ,并 且 还 在 部 分 教师 讨论 班 中 报告 过 . 因 
此 ,书稿 的 编写 过 程 中 ,讨论 班 的 同志 们 与 选修 课 的 同学 们 曾 提出 
多 方面 的 宝贵 意见 ,特此 表示 感谢 . 

张 锦 炎 
1980 年 8 月 于 北京 大 学 
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第 一 章 基本 定理 


本 章 作为 以 后 各 章 的 基础 ,介绍 微分 方程 的 解 的 一 些 基本 性 
质 . 初 读本 书 时 ,也 可 以 先 弄 清 各 定理 的 条 件 与 结论 ,而 把 证 明 留 
待 以 后 需要 时 再 细 读 . 

为 方便 起 见 ,我 们 常 采用 向 量 与 矩阵 的 符号 . 

设 R" 是 维 欧 氏 空间 ,z 是 R" 中 的 向 量 ， 


Tn 


若 rz,yER， 
Zi Bl 
2 yz 
I 二 A | 
I» nm 
则 向 量 z 与 》 的 和 或 差 ,向 量 z 与 数 。 的 乘积 定义 如 下 : 
TI 土 y1 QZI 
Z 士 7 一 2 ， az 一 wo 
二 Mas: 
向 量 x 与 y 的 内 积 用 符号 (z,y) 表 示 , 内 积 定义 为 : 
1 


| 
(p= a) | =D 
2 了 1 


BA 


用 符号 |z | 表示 工 的 模 , 模 定义 为 : 


j= 


ws ,村 
|z| 三 (zvz) 一 | 国 
不 难 检验 内 积 有 性 质 : 
(1) 对 称 性 〈zyy) 一 (yz); 
(2) 双 线 型 〈z 十 y,z) 一 (zz) 十 (yz); 
(ar,y)=a(r,y); 
(3) 正定 的 《zz) 之 0; 
(rzr) 一 0, 当 且 仅 当 z 一 0; 
(4) 有 Schwartz 不 等 式 
zy)| 委 1zl，|y|. 
模 有 性 质 : 
(1) |z| 之 0; |z|=0, 当 且 仅 当 z=0; 
(2) lazr|=|allzl; 
(3) lz 十 y| 志 |z| 十 |y1( 三 角 不 等 式 ). 
很 自然 的 ， R" 中 两 个 向 量 z 与 y 间 的 距离 定义 为 ， 
|z 一 ?|. 
向 量 序列 z,(k 二 1,2,…) 以 向 量 zo 为 极限 的 定义 为 : 
|z 志 一 zo| 一 0， 当 A 人 -oo. 
现在 考虑 自 变 量 为 实数 上 ,在 R 中 取 值 的 向 量 函 数 yz). 不 难 
模仿 一 元 函数 的 连续 性 、 微 商 与 定 积分 的 定义 给 出 向 量 函 数 的 连 
续 性 、 微 商 与 定 积分 的 定义 . 其 实 只 要 把 一 元 函数 的 符号 理解 为 向 
基 函 数 的 符号 ,把 绝对 值 理 解 为 模 就 可 以 了 . 
设 gi(2) (i 二 1,2,…,n) 是 向 量 函 数 wb 的 分 量 , 即 
P12) 
cd 


P(t) 


显然 有 下 列 结论 : 
(1) Yi) 连续 当 且 仅 当 9,(1) (i==1,2,…,n) 都 连续 . 


(2) gL1) 的 微 商 是 向 量 函 数 , 记 作 dg(t)/dt 或 B41). 并 且 有 


d 
9 (t) 


d 
: Tp,(t) 
80D) 一 中 PCOD) 一 下 | 


gp) 
(3) gC) 在 区 间 [ev 四 上 的 积分 | pr)dr 是 向 量 函 数 (4), 即 
| p(n)dr 


D0=| ndr= je . 


| reodr 
(4) 根据 积分 的 定义 与 三 角 不 等 式 ,不 难 证 明 下 列 不 等 式 : 
JJ roar <|[ 1gr)1dr 


这 个 不 等 式 在 下 面 的 定理 证 明 中 常 要 引用 . 
下 面 来 考虑 自 变量 为 R" 中 的 向 量 zx, 且 取 值 也 在 R" 中 的 向 
量 函 数 g(x), 即 


gi(7) Ce 
gz2(7) Ba(TisT29°°° Ta) 
g(7)=| . |= 
gn(T) Ba Ti T2909 Tn) 
向 量 函 数 g (r+) 连续 , 即 g Crizz yzo)G 一 1,2, 2) 作为 ri 
3 


Za,"… ,7 的 函数 都 连续 . 
我 们 称 g(z) 在 R" 中 某 区 域 上 是 李 氏 的 ,如 果 存 在 一 个 常 
数 工 ,使 得 当 z,y€EW 时 ,有 
lg(r)—g()|< Lz—y|, 
其 中 工 称 为 g 在 W 上 的 李 氏 常数 . 
例如 , 若 向 量 函 数 在 某 凸 集 W 上 满足 


Og,(T1s Ta sn) 
Or; 


|<x (1,J=1,2,",n), 

KK 是 常数 , 则 g(x) 在 W 上 是 李 氏 的 . 这 是 因为 对 g(x) 的 第 i 个 分 
基 &,(z) 有 不 等 式 

lg(n) -gl<Y) Et) 


因为 W 有 凸 性 ,所 以 当 rz,yEW 时 ,zt 十 9C(y 一 +) 在 W 内 ,于 是 由 
上 不 等 式 得 


| (0<0<1). 


lg(z)—g(y) | nkKlr—yl. 
再 由 模 的 定义 得 到 : 当 z,yEW 时 
lg(z)—g() <n KIr—y|, 
而 其 中 m4K 是 常数 ,所 以 g(z) 在 W 上 是 李 氏 的 . 
我 们 称 g(z) 在 R" 中 某 区 域 W 上 是 局 部 李 氏 的 ,如 果 对 于 W 
的 每 一 个 点 ,存在 该 点 的 一 个 邻 域 W。(W。oCW), 使 得 g(x) 在 W。 
上 是 李 氏 的 . 
显然 , 若 向 量 函 数 g(z) 在 区 域 W 上 有 她,j=1,2,…n) 才 


连续 , 则 g(z) 在 W 上 局 部 李 氏 . 
最 后 ,我 们 证 明 一 个 命题 . 
命题 若 g(z) 在 区 域 W 上 局 部 李 氏 ,4 是 W 内 的 有 界 闭 区 
域 , 则 g(z) 在 4 上 是 李 氏 的 - 
证 明 ” 苦 结论 不 对 , 即 对 无 论 多 大 的 正 数 天, 总 存在 4 内 的 = 
与 y, 使 得 
lg(r)—g(y)|>KIr—y|. 


特别 地 ,对 自然 数 ”存在 rz, 与 y,&€ 4, 使 
|g(Czo) 一 5Cy)1 > nlr—y| (n=1,2,"). (#x ) 
因 4 是 有 界 闭 区 域 ,所 以 zx, 与 w 有 收敛 子 序列 ,不 妨 设 就 是 zx， 
和 ,其 极限 在 4 内 , 即 zzE4y 一 )E4. 
事实 上 ,有 zx = 二 y*. 因为 对 一 切 n, 有 


[zy < Ig) aC). 


又 由 g(r) 在 W 上 局 部 李 氏 可 知 ,g (x) 在 W 上 连续 . 令 M 是 
lg(z)| 在 有 界 闭 区 域 4 上 的 最 大 值 ,于 是 有 
[zr.—yl<i + 2M. 
从 而 
la = [=lim|z,.—y|=0. 
由 假设 ,存在 x* 的 一 个 邻 域 W,, 使 得 gCz) 在 W,。 上 李 氏 ,有 
李 氏 常数 工 . 又 存在 和 ,使 得 当 n 宇 N 时 zx,ywEWo 于 是 当 ”之 N 
有 不 等 式 
lg(x)—g(y) LIz— yl. 
当 n>L 时 ,上 面 的 不 等 式 与 (* ) 不 等 式 矛 盾 . 
命题 证 完 . 


§ 1 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 


设 :是 时 间 变量 ,z*E 7T,7 是 实数 轴 上 的 开 区 间 , 也 可 以 是 无 穷 
区 间 .z 是 ” 维 向 量 ,zE 友 ,W 是 = 维 欧 氏 空间 R" 中 的 区 域 , 也 可 
以 是 无 界 区 域 或 全 空间 . 

考虑 微分 方程 

=f(,7), (1.1) 
其 右 紫 向 量 函数 dt,z) 在 ITXW 上 连续 ;又 关于 x 在 W 上 是 局 部 
李 氏 的 , 且 有 对 +E€7 一 致 的 李 氏 常数 . 
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定理 1.1 对 微分 方程 (1. 1) .mwE7 与 roE 了 机 存在 常数 > 
0, 使 得 在 区 间 J 二 [to 一 a,to 十 a] 上 有 微分 方程 (1.1) 的 唯一 解 
Xx 三 (1), 且 连 续 并 满足 初 条 件 
X(to)= xo. (1.2) 
证 明 分 以 下 几 步 进行 . 
第 一 步 ,化 微分 方程 (1. 1) 为 等 价 的 积分 方程 . 设 zx=z(t) 是 
方程 (1. 1) 满 足 条 件 (1. 2) 的 解 , 即 有 
(Df,r0)), 《ld 
并 且 z(to)=xo. 把 上 式 两 边 从 到 上 积分 就 得 到 


< 一 xdo) 一 | f(s,r(s))ds. 


即 xz(z) 满 足 积分 方程 
z()=zot| fls,xls))ds. (1.4) 


反之 , 若 x(t) 满足 积分 方程 (1.4), 则 xz(z) 满 足 微 分 方程 (1. 1) 与 
条 件 (1. 2). 

第 二 步 ,构造 一 个 向 量 函 数 序列 pg,(1) (k= 二 1,2,…). 因 为 W 
是 开 的 ,对 zo€EW, 有 50, 使 闭 球 WoCW, 其 中 

Wo={r|r€ER, |x—zol<b). 

令 7' 是 闭 区 间 ,ioE7T'CI. 设 M 是 |f(t,z)| 在 TXW。 上 的 上 
界 ; 工 是 fli,z) 关 于 zz 在 W。 上 的 李 氏 常数 (对 :ET' 一致). 令 a 
0,a<min{b/M,1/)} ,又 使 区 间 JJ= [te 一 avte 十 c]C7. 

在 区 间 J 上 按 以 下 方法 构造 向 量 函 数 序列 : 令 

Polt)=r0; 

因 po(t) 一 zoEWoC 色 ,所 以 可 以 令 


pi W=zt| fs,pols))ds; 
‘o 


车 p(t) 已 定义 ,并 且 91(2) EWo, 即 |9,(2) 一 zo 二 6 (1EJ), 就 可 
以 令 
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waO=a+| f(s,pils))ds; 


如 果 有 pr41(t) EWoltE J) ,序列 就 可 以 继续 构造 下 去 . 而 事实 上 ， 
的 确 有 


oo-amis|| [fls,9i(s) 1ds 


和 Ma 一 0. 
即 PCD)EWoGEJD). 
注意 ,序列 中 的 每 一 个 向 量 函数 p'(i) 都 是 /上 的 连续 函数 ， 
并 且 在 W 内 取 值 ,又 Pr(to) 一 zo. 
第 三 步 , 证 明 序 列 w(z) 在 了 上 一 致 收敛 . 令 
天 一 max|19(t) 一 po(t)|- 
于 是 当 上 EJ 时 ,有 


EAGETAGOIES I [fCs,91C5))— f(s,9o6s)) Jds 


<|[ [fls,p1(s))—f(s,9ols)) 1ds 


<|f Zig) -pc las 
<aLK. 
若 对 某 一 个 宇 2, 当 :EJ 时 ,有 
Ps) 一 Pi SaL) TK, 


则 当 z€EJ 时 ,有 
wo-aois| Mewe)-fGp-)ld| 


和 


f Llp) ps) lds 

aL(aL)"'K= (aL)K. 
而 aL=a<1, 所 以 ,对 任 给 e 二 0, 存在 NN, 使 当 r,s>N 时 ,对 1:EJ 
有 


1p-(O 一 (| 用 >)1p4(0) 一 mr 入 >eK<e. 
k=N 


一 入 
所 以 qi) 在 J 了 上 一 致 收敛 , 记 极 限 函数 为 xz(2). 显然 zx 在 了 上 
连续 ,在 W, 内 取 值 ,z(to) 一 zo- 
第 四 步 , 证 明 z(t) 满 足 积分 方程 (1. 4), 从 而 是 微分 方程 
(1.1) 的 解 . 这 只 要 在 恒等式 


gn)=zot| f(s,pi(s))ds 


的 两 端 令 k-> 吕 取 极 限 ,再 应 用 f(1,z) 对 xz 的 李 氏 性 就 得 到 
(DD=z0+tlim] fs,p(s))ds 


=z+| f(s,r(s))ds. 


解 的 存在 性 证 完 , 下 面 证 明 唯 一 性 . 
只 要 证 明 ; 如 果 在 上 有 xz(z) 与 y(t) 都 是 方程 (1.1) 的 解 ,又 
Z(to) 一 >y(to) 一 zo， 
则 对 一 切 上 EJ 有 
x(t)= y(t). 
首先 ,对 一 切 :€ J 有 zx(1),y(t)EWo. 因为 否则 与 Ma<65 式 
盾 . 
其 次 , 设 Q=max |z(t) 一 y(t)|, 且 此 最 大 值 Q 在 闭 区 间 J 上 


的 某 一 点 所 处 达到 .有 
Q@=|zG) 一 >(D)| 一 上 G) 一 》(Gs)]ds 


<|[ |f(s,x(s))—f(s,y(s)) ds 
0 


< | 人 ilzeo-yG@ lds |<alQ. 


因为 aL=a<1, 所 以 Q=0, 于 是 在 J 上 有 工 (t)=y(). 
定理 证 完 . 
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8$2 解 的 开拓 


本 节 考 虑 解 的 开拓 ,所 以 我 们 设 方程 (1.1) 右 端的 向 量 函 数 
7Gez) 对 上 的 定义 区 间 了 为 (一 co,co). 

定理 1.1 保 证 了 局 部 区 间 J=[to 一 a,to 十 a] 上 有 方程 (1. 1) 
满足 条 件 (1. 2) 的 解 存在 ,而 区 间 J 是 闭 的 ,所 以 这 个 解 一 定 有 一 
个 比 了 更 大 的 存在 区 间 . 因为 ,如 果 我 们 称 区 间 J 的 右 端点 to 十 a 
为 ,又 令 zi 是 解 在 处 的 函数 值 :zi 二 z(t1)= 二 z(to 十 a). 那么 以 
tyzi 代替 定理 1. 1 中 的 to。 和 zo, 就 得 到 一 个 正 数 a, 在 区 间 = 
[一 aa 十 oa] 一 [十 oo 一 ait 十 ao 十 co] 上 存在 方程 (1. 1) 的 解 
y() ,满足 条 件 > ) 一 zi 这 样 一 来 ,在 区 间 了 与 由 之 交 Jn 
上 先后 得 到 两 个 解 z(7) 与 y(2) ,但 它们 在 点 (EJ 站 J ) 处 相等 ， 
即 y(n)==z(41). 由 解 的 唯一 性 ,它们 在 整个 区 间 yn 上 相等 . 
这 样 就 得 到 一 个 定义 在 J 与 J 的 并 区 间 JUJ, 上 的 解 ,因而 解 原 
来 的 定义 区 间 J 向 右 开 拓 了 . 同样 地 ,也 可 以 向 左 开 拓 . 所 以 解 存 
在 的 区 间 比 定理 1. 1 中 那个 闭 区 间 J 要 大 . 

解 的 定义 区 间 有 多 么 大 呢 ? 

引 理 2.1 如果 向 量 函 数 x(:) 与 vw(t) 都 是 方程 (1. 1) 满 足 条 
件 (1.2) 的 解 , 它 们 的 定义 区 间 的 交 是 区 间 了 , 则 在 7 上 w(t)= 
v(t). 

证 明 由 假设 ww.€ 7 了 ,u(to)=v(t0)(=z0). 

若 引 理 的 结论 不 对 , 即 存在 4E 7 了 使 w(t6) 夺 vs). 不 失 一 般 
性 , 设 避 < 首 .考虑 了 上 的 闭 区 间 [te,zo]. 用 二 分 法 构造 区 间 套 [z,， 
比 ] ,一 0,1,2,… ,使 w(t.) 二 v(t,) ;u(t') 夺 v(t'). 由 区 间 套 定理 存 
在 一 点 TE [t,t'],n 二 0,1,2,…, 使 

limt,=limz, 一 天 
因为 解 的 连续 性 ,由 w(t,) 二 v(z.), 得 ul) 二 v(7). 并 且 由 此 得 知 
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ztv7<6. 根 据 定理 1. 1, 存 在 区 间 ,J=[z,z+a]Cy7 ,使 得 在 上 
u(t) 二 v(t). 这 与 刀 之 7, ti>T, z( 必 ) 关 w( 纪 ) 了 矛盾 . 
引 理 证 完 . 
定义 方程 (1. 1) 满 足 条 件 (1.2) 的 一 切 解 的 存在 区 间 之 并 称 
为 方程 (1. 1) 满 足 条 件 (1. 2) 的 解 存在 的 最 大 区 间 . 
由 引 理 2. 1, 解 存在 的 最 大 区 间 上 有 唯一 的 一 个 解 . 另外 ,这 
个 最 大 区 间 一 定 是 一 个 开 区 间 . 这 是 因为 , 若 此 区 间 包 含 着 自己 的 
左 或 右 端 点 ,那么 它 就 可 以 再 开拓 . 所 以 今后 常 说 解 存在 的 最 大 开 
区 间 . 
例 1 考虑 及 上 的 微分 方程 
它 满 足 条 件 z(to)==zo 的 解 是 
工 一 Zoe ". 
于 是 解 存在 的 最 大 开 区 间 是 (一 co,co). 
例 2 考虑 R' 上 的 微分 方程 
工 一 1 十 z:. 
它 满足 条 件 z(0)=0 的 解 是 
并 一 tant。 
显然 这 个 初 值 问题 的 解 存在 的 最 大 开 区 间 就 是 (一 x/2,r/2), 是 
一 个 有 限 区 间 ,虽然 方程 右 端 函 数 对 一 切 上 有 定义 . 
什么 情况 下 解 存在 的 最 大 开 区 间 不 是 整个 数 轴 呢 ? 
定理 2.1 设 y(:) 是 方程 (1. 1) 的 满足 条 件 (1. 2) 的 解 , 它 存 
在 的 最 大 开 区 间 为 (x,p) 闪 (一 co, 十 co) , 则 对 任 一 有 界 闭 集 天 , 开 
CW, 存 在 某 个 :€ (a,B) ,使 得 y(t)& 开 . 
证 明 无 妨 设 8 是 有 限 数 . 我 们 来 证 明 , 存 在 某 个 zE [zo,B)， 
使 y(t)& KK. 
若 不 然 ,有 某 个 有 界 闭 集 玉 ,使 当 t€ [zo,B) 时 y(t) EK. 因为 
f(t,z) 在 IXW 上 连续 ,所 以 存在 M>0, 使 当 :€ [to,B],zEK 时 
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[flt,z)|<M. 

首先 证 明 :y(t) 可 以 开拓 为 [to,B] 上 的 连续 函数 . 为 此 只 要 证 
明 y(7) 在 [16,8) 上 是 一 致 连续 的 . 事实 上 ,对 [to,8) 内 任意 4 与 ts 
有 


|y() 一 y(t)| 一 了 yls)ds 
各 


<| wei|<wle-al 


所 以 >(0 在 [ts,8) 上 一 致 连续 . 定义 3(B) 二 limy(t) ,就 得 到 y(t) 
在 [to,8] 上 的 连续 开拓 . 
其 次 证 明 :开拓 后 的 向 量 函 数 y(t) 在 t=B 处 可 微 . 这 是 因为 


y(B)= yoo +h] yds 
加 yn thm fs, yG))ds 


8 
=yGo+| f(s,y(s))ds. 
所 以 表达 式 
y=y40+| f(s,y(s))ds, 


对 一 切 1,t€ [to,B] 成 立 . 因而 y(t) 在 B 处 可 微 , 且 


y(B)=f(B,y(B)). 

于 是 开拓 后 的 y(t) 是 方程 (1. 1) 在 闭 区 间 [t,B] 上 的 解 . 由 本 
节 开 始 的 讨论 ,y(t) 可 以 开拓 到 [zt ,6] 上 ,其 中 6 二 p. 这 与 (a,B) 是 
解 存在 的 最 大 开 区 间 矛 盾 . 

定理 证 完 . 

定理 2. 1 指出 :如 果 解 y(t) 存 在 的 最 大 开 区 间 (a,B8) 有 一 个 
端点 是 有 限 数 , 例 如 8 是 有 限 数 ,那么 一 定 是 解 曲线 y() 超 出 W 
内 的 任何 有 界 闭 集 . 由 证 明 可 知 , 当 t 一 B 时 ,或 者 y(w) 趋 于 W 的 
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边界 ,或 者 |y(z) | 无 界 . 前 面 例 2 中 的 解 存在 的 最 大 开 区 间 是 
(一 r/2,x/2), 正 因为 当 上 ~ 士 r/2 时 ， 
|z() 1 一 co. 

推论 设 A4 是 W 的 有 界 闭 子 集 . y,€ 4,y(w) 是 方程 (1.1) 满 
足 条 件 y(t。) = yo 的 解 . 如 果 对 任意 B 志 to, 当 1E€ [to,B] 时 ,都 有 
y(t) E 4, 则 y(t) 有 最 大 半 开 区 间 [46,00), 且 当 iE [to,00) 时 y(t) 
EA. 

证 明 若 [to,B) 是 解 y(1) 的 最 大 半 开 区 间 ,8 是 有 限 数 , 则 由 
定理 2.1, 对 W 内 的 任意 有 界 闭 子 集 天 ,有 zeE [toy8) ,使 y(z) 区 
KK. 这 与 推论 的 假设 矛盾 ,所 以 y(t) 有 最 大 半 开 区 间 [to,o0). 推论 
的 后 一 结论 ,由 4 的 闭 性 可 得 . 


8$ 3 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 与 可 微 性 
前 两 节 讨论 了 方程 (1. 1) 满 足 初 条 件 (1. 2) : 


(to) 一 zo 
的 解 的 存在 ,唯一 与 开拓 的 问题 . 讨论 过 程 中 初 值 re 是 不 变 的 . 本 
节 要 来 讨论 初 值 zo 变化 时 ,方程 (1. 1) 的 解 随 z 的 变化 而 变化 的 
情况 . 所 以 把 该 方程 满足 初 条 件 (1. 2) 的 解 记 作 
六 一 工 (tyzo). 
显然 
工 (toyzo) 一 并 0。 
在 证 明定 理 之 前 , 先 介绍 一 个 推广 了 的 Gronwall 不 等 式 . 
引 理 3.1 设 g(t) 与 u(t) 是 区 间 [to,44] 上 的 连续 非 负 、 实 数 
值 函 数 ; 常 数 C 和 天 非 负 . 若 对 1€ [to,t4J 有 


“OO<c+ 上 | [gCs)u(s)+K]ds, 
则 当 t€ [wosa] 时 
u()ELC FRO 


证 明 (1) (六 0. 由 已 知 的 不 等 式 可 得 以 下 不 等 式 ， 
_ 8(Dul)+k 
c+| [sg(s)x(G) 十 天 ]jds 


ER 
c+| [Lg Cs)uls)+K]ds 


<gC) 十 [x | | c+| ka ] 


天 
一 4 二 CRC 一 0 
将 上 不 等 式 两 端 由 到 1 积分 ,得 
nlc+[ [ecowGO+KA]ds|-hnc 


<[ gG)ds 十 ln[C 二 KG 一 to)] 一 InC. 
‘0 


从 而 有 不 等 式 
c+| [guls)+K]ds< [CHKG—t0) et. 


再 与 所 给 的 不 等 式 比较 ,就 得 到 所 要 证 的 不 等 式 . 
(2) C=0. 显然 此 时 对 任意 C>0 有 


uw<c+| [gs)uls)+K]ds. 
四 


由 (1) 得 知 


gls)ds 
人 


uCD<[C+KG 一 oo] 
对 任意 C 之 0 成 立 . 
再 令 C->0. 引 理 即 得 证 . 
定理 3.1 设 方程 (1.1) 有 解 z(t,yo) 与 z(t,zo), 它 们 都 在 区 
间 [to,t1J 上 存在 , 则 对 一 切 +€ [to 有 
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Lai) 


|z(Gt.yo) 一 z(tzo)| 委 | 一 zole 

其 中 工 是 常数 . 

证 明 ”两 段 解 曲线 所 组 成 之 集合 B: 

B= {rl|rz=x(t,yo) 或 =x(4,zo), 其 中 i [tt]) 

是 W 内 的 有 界 闭 集 . 所 以 存在 有 界 闭 集 4, 使 得 BCACW. 由 $1 
前 面 的 命题 与 关于 f(z,x) 的 假设 ,有 常数 工 是 f(1,x) 关 于 x 在 4 
上 的 李 氏 常数 ,对 1 一 致 . 

因为 当 +€ [to,t] 时 有 不 等 式 


[re yo)—r(t,z0)| 


声 |yo 一 zo 十 有 [LAGs,zr(Gs,yo)) 一 szrGsyzo))]ds 


委 |y% 一 z| +| Llzr(s,yo)—zx(s,z0) |ds. 


今 w(t)==|z(t,yo) 一 T(t,zo)|, 再 注意 u(to)= 二 |yo 一 zo|, 上 面 的 不 
等 式 就 化 为 


wu)+| Luls)ds. 


由 引 理 得 
& (CD<z(to)e ®. 
这 正 是 所 要 证 的 不 等 式 . 
定理 3.2 若 方程 (1.1) 的 解 z(t,yo) 在 区 间 [to,t1] 上 有 定义 ， 
则 存在 yo 的 邻 域 V,VCW ,使 得 当 zoCV 时 ,就 有 方程 (1. 1) 的 唯 


一 的 一 个 解 z(t,zo) 也 在 区 间 [z。,ty] 上 有 定义 , 且 当 zt€ [toyt] 时 


工人 一 
|z(tyyo) 一 ztvzo)| 委 | 一 zole 0 


证 明 只 要 证 明 解 x(t,z。) 也 在 区 间 [to,t1]J 上 有 定义 即 可 . 因 
为 唯一 性 由 上 一 节 的 引 理 2. 1 可 得 ,于 是 定理 要 证 明 的 估计 式 由 
定理 3. 1 可 得 . 

由 于 [zo,tyj 是 有 界 闭 区 间 , 所 以 集合 
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{x|zEW ,r=7(t,y0),t€ [to ti)} 
是 W 内 的 有 界 闭 集 .而 W 是 开 区 域 ,所 以 存在 e 之 0, 使 有 界 闭 集 
A= {xr|rEW,|z—r(t,y) |SetE Ltt)} 

在 W 内 . 

取 正 数 63, 使 <e/2, 并 且 be “之 e/2, 其 中 工 是 向 量 函 数 
Jr) 对 工 在 4 上 的 李 氏 常数 . 

我 们 来 证 明 , 若 z, 在 yo 的 9 邻 域 了 内 , 即 |y 一 xz1<6, 则 过 
zo 的 解 在 [io,t1] 上 有 定义 . 

由 6<e/2 知 ,zo€ 4CW, 所 以 过 zx。 有 解 . 设 解 存在 的 最 大 半 
开 区 间 是 [to,B) ,只 要 证 明 Bt. 

设 不 然 , 即 p<4 ,那么 由 定理 2.1, 对 W 内 的 有 界 闭 集 4, 存 
在 t,t'E€[to,B) 使 z(t' ,zo) 在 A 的 边界 上 ,而 1€ [tost ) 时 (1 ,zo) 
Eh. 这 不 可 能 ,因为 由 #< 就 可 以 在 区 间 [to,t'] 上 应 用 定理 
3.1, 得 到 

1z(Gtyyo) 一 ztvzo)| 生 |y 一 zole 
oe" < 
而 另 一 方面 ,由 于 z(t' ,zo) 在 A 的 边界 上 ,所 以 有 
|z(t',y0)—zx(t' ,20) | €. 

因此 矛盾 ,这 就 证 明了 Bb >. 

定理 证 完 . 

由 定理 3. 2 可 知 ,对 于 方程 (1. 1) 的 解 z(t,yo) 和 它 的 一 个 存 
在 闭 区 间 [x,a], 任 意 给 一 个 e 之 0, 都 存在 一 个 9 之 0, 使 得 当 
|zo 一 ‰|<8 时 ,有 唯一 解 zxGt,zo) 也 在 [tt] 上 有 定义 , 且 对 一 切 
tiE [tea], 有 

[z(t,z0)— x(t, y0) |<e. 

简单 地 说 : 若 方程 (1. 1) 的 解 z(t,yo) 在 [to,ty] 上 有 定义 , 则 对 
于 yo 附近 的 zo, 方 程 (1. 1) 的 唯一 解 z(t,zo) 也 在 [to,ty] 上 有 定 
义 , 且 
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limzle, zo) 二 zt,yo) 在 [toyt1] 上 一 致 . 


以 上 讨论 了 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 . 关于 解 对 初 值 的 可 短 性 ， 
有 下 面 的 定理 3. 3. 

定理 3.3 如 果 方 程 (1. 1) 右 端的 向 量 函 数 ft,z) 还 对 工 连 
绪 可 短 | 即 一 切 偏 微 商 3 Gi,j 二 1,2,…,n) 连 续 |], 则 该 方程 的 解 
z=x(t,z。) 对 初 值 ,是 连续 可 微 的 . 

定理 的 证 明 在 本 章 的 最 后 . 


§ 4 解 对 参数 的 连续 性 与 可 微 性 


考虑 依赖 于 参数 w 的 微分 方程 
之 一 Gezyp)， (4. 1) 
其 中 上 ET， rEW, pET, 了 也 是 R' 内 的 开 区 间 . 设 向 量 郴 数 
f(t,x,p) 在 IXW XI 上 连续 ;关于 x 在 W 上 是 局 部 李 氏 的 ,有 
对 1E7T,4ET 一 致 的 李 氏 常数 . 
定理 4.1 微分 方程 (4.1) 对 teE7,zoE 多 ,me 存在 常数 
a 之 0,p>>0, 使 得 当 |p 一 | 二 p 时 ,方程 (4.1) 的 满足 条 件 
(toyAp) 一 zo (4. 2) 
的 解 z(t,p) 在 区 间 J=[to 一 a,to 十 4] 上 有 定义 ,并 且 是 :和 的 
连续 函数 . 
这 个 定理 的 证 明 几 乎 完全 重复 定理 1. 1 的 证 明 , 只 要 把 在 区 
间 [to 一 a,to 十 a] 上 构造 向 量 函 数 序列 p, (2) 改 为 在 lt 一 to 二 a， 
lu 一 | 二 p 上 构造 向 量 函数 序列 w(t,A) ,这 里 的 PC(P 之 0) 只 要 取 
得 使 闭 区 间 = [mm 一 ,mm 十 c]Cmn. 从 定理 的 证 明 中 还 可 以 看 到 
当 上 一 bl 和 ap 一 Al 委 2 时 ,有 
jz(typ 一 ro)|] 生 2 
即 z(t,p) EW,o. 
定理 4.2 再 如 果 向 量 函 数 f(t,z,y) 对 一 切 变量 解析 , 则 方 
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程 (4.1) 的 满足 条 件 (4.2) 的 解 z-=x(i,p) 是 4 的 解析 函数 . 

这 个 定理 的 证 明 方法 与 上 一 个 定理 的 一 样 . 因为 解析 函数 序 
列 一 致 收敛 到 的 极限 也 是 解析 的 . 

定理 4.3 ”如 果 向 量 函 数 /(1,z,p) 还 对 变量 x 与 yx 有 连续 偏 
微 商 , 则 方程 (4. 1) 的 满足 条 件 (4.2) 的 解 +=zx(t,y) 对 py 连续 可 
微 . 

证 明 由 定理 4.1, 向 量 函 数 +==x(t,p) 在 J:|t 一 to | 二 a， 
J1:1p 一 jw1 二 p 上 连续 ,在 Wo。 内 取 值 . 

令 1EJ,p 与 py 十 Ap 在 九 内 ,于 是 有 


zp =zot| f(sir(s,1) ,1)ds 
‘0 


(ty 十 AH) =zo+| flssrlss p+Ap) ,p+Ap)ds. 


令 Ar=zx(t,py 十 Ap) 一 T(t,1) ,得 


Az af(s,r(s,1) po) Az 
竺 -| [| Br + AH 


+ +e, ]s, (4.3) 
其 中 吕 表示 nxn 的 利 阵 [给] G ,7 一 2 si 是 Xu 和 矩 
阵 ; 等 ， 好 6 是 R" 中 的 向 量 . 由 于 z=z(tA) 在 JXwh 上 一 臻 


连续 ,在 W 内 取 值 ,又 名 与 中 在 JXW。XJ 上 一 至 连续 ,所 以 
当 Ap 一 0 时 ,ee 在 :EJ ,JE J 上 一 致 地 趋 于 零 . 


考虑 微分 方程 
| Af rlt, 4) :A Le Elta) AD ， 


9r pe 
z(to)=0. 
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因为 上 面 方程 中 系数 3 ，2/ 在 XJ， 上 连续 .有 界 ， 所 以 满足 定 
理 4.1 的 条 件 , 从 而 有 解 >=z(t,j) 在 | 一 nl 委 az 入 alp 一 
加 1<p 上 连续 ,由 


f(s,r(s, 1), 
z=[ [seam 
ofl(s,r(s,1) ,1) 
Po Ja:. 
下 面 在 4 <1<it5, mw-p<4<mtp 上 考虑 | 和 
此 把 上 式 与 式 (4. 3) 比 较 , 得 


et 


在 等 式 两 边 取 模 ,因为 在 t。 <t<t+a,|p 一 jl 二 p 上 
Qf (t,x(t,p) ,1) 
a 


十 


,为 


z(t, 1) 
有 界 ,ei 与 e: 一 致 地 趋 于 零 , 当 An 一 0. 所 以 有 M 与 天 使 
| 钴 -: < [| 乱 -= +K lds, 


M 是 常数 ,K 对 1 与 y 是 常数 ,但 当 Ay>0 时 KK 一 0. 由 Gronwall 
不 等 式 , 得 


Ar_ 
Ap 


所 以 , 当 An~~0 时 ,一 致 地 有 
li Az 
1m AA * 


即 解 z=x(t,p) 对 py 有 连续 微 商 z(t,p): 


a 
= ,1). 


SKae*s. 


定理 证 完 . 
注意 上 面 的 证 明 ,不 仅 证 明了 宅 存在 且 连 续 , 并 且 给 出 了 它 
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应 该 满足 的 线性 微分 方程 和 初 条 件 . 

如 果 方 程 (4. 1) 右 端 向 量 函数 了 含有 多 个 参数 ,那么 只 要 上 了 
关于 工 的 李 氏 常数 村 一 切 参 数 都 一 致 , 则 其 他 的 讨论 是 完全 一 - 样 
的 . 

定理 3. 3 的 证 明 ”对 微分 方程 (1.1) 与 条 件 (1. 2): 

人 

(tn) 一 rr 

作 变 换 ==x 一 zovs=/ 一 4 上 面 的 问题 就 化 为 下 述 含 参 变量 zo 的 
问题 : 
de (szozo)， 
| (4.4) 

z(0)=0,， 
其 中 f(s,z,z0)=/(s 十 to,z 十 To). 不 难 检验 ,方程 (4.4) 满 足 定理 
4.3 的 条 件 . 设 ==z(s,zro) 为 方程 (4. 4) 的 解 . 由 定理 4. 3, 它 对 参 
数 zx, 连续 可 微 . 从 而 原 问题 的 解 zx(t,zo) 王 z(t 一 toyzo) 十 ze 对 初 
值 zo 连续 可 微 .证 完 . 


第 二 章 ”二 维系 统 的 平衡 点 


本 章 研究 二 维 欧 氏 空间 R* 中 的 微分 方程 ,有 时 也 简称 二 维系 
统 . 二 维 向 量 只 有 两 个 分 量 , 所 以 也 常 直接 用 两 个 标量 方程 来 表示 
二 维系 统 . 二 维系 统 
=P(r,y), 
y =Q(r,y) 
称 自治 系统 ;如 果 P,Q 中 还 含有 变量 t, 就 称 非 自 治 系统 . 下 面 研 
究 自治 系统 . 先 研 究 最 简单 的 : 常 系数 线性 系统 . 


§ 1 常 系数 线性 系统 
常 系数 齐 次 线性 系统 的 一 般 形式 是 


» 
| Ti 一 anZi 十 Qtzzay 


Za 一 QziZ1 十 qzzT2. 


它 的 向 量 形 式 是 
X=Ar, (1, 1 
A Qt antz 
其 中 z= ] 4 是 2xz 秆 阵 ， | 
I dn a22 


下 面 用 矩阵 级 数 的 方法 来 解 方程 (1. 1). 为 此 , 先 定义 矩阵 4 
的 模 | 4 1 如 下 : 
1 41 = Sup 14zj， 


ER ,lr 


即 4 的 模 上 41 为 4 在 R 中 单位 球面 上 的 像 的 模 的 上 确 界 . 因 
单位 球面 是 有 界 闭 集 , 所 以 上 确 界 就 是 最 大 值 . 
不 难 检验 ,上 面 定义 的 甜 阵 的 模 满足 : 
20 


(1) 1 41 大 o; i .44 =0. 当 且 仅 当 A4=0; 


(2) aA l=lal. | 41; 
(3) 4+B1<I1A1+ B11. 
并 且 模 还 具有 下 列 性 质 : 
(1) 1Ar| 过 A411， |zxi, 对 一 切 xER2; 
(2) 4.BI<IAN .1BI; 


(3) 14"1 科 141"， 
(4) | 4, | 一 0 的 充 要 条 件 是 : 4, 的 i 行 j 列 元 素 co" 有 
al -0 (i,j=1,2); 

(5) 若 4, 满足 : 对 任意 e 之 0, 存 在 NN, 使 得 梁 ,nN 时 ， 

1 4。 一 4. 上 <e, 则 存在 矩阵 4 ,使 
1 4, 一 4 1 一 0. 

其 中 矩阵 4 的 元 素 ov 一 lim wy 

证 明 (2) 成 立 .因为 当 |z|=1 时 有 

I4Brl< 1 A411Brl<lAN 1B. 
(4) 成 立 . 因为 不 难 检验 ,对 任意 矩阵 A4 有 


lasl< AVSV danl+ as): tanlt lean))’. 
有 了 性 质 (4) , 甜 阵 4, 的 模 收敛 就 很 具体 了 . 
其 他 性 质 请 读者 证 明 . 
下 面 用 存在 唯一 性 定 理 的 证 明 中 采用 过 的 逐次 逼近 法 (或 称 
选 代 法 ) 求 方程 1. 1) 的 解 . 设 
t=0 时 z=zo. (1.2) 
构造 向 量 函 数 序列 如 下 : 
golt)= xr0, 


ql) =z0+ | Ages)ds=ztiAzo= (+tA)zo, 


A? 
gD) =zo+t | Ap, (ds=zxottArot Fy To 
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A 


=| 71441 芳村 让 
Galt) = | A 15)ds=xs +1Arst+ 和 
=|1tAtet (1.3) 
nl 


向 量 函 数 序列 p,(1) 在 1 的 任意 有 界 区 间 |i| 志 M 上 一 致 收敛. 这 
是 因为 ,由 矩阵 4 的 模 的 性 质 可 得 
[pn (2) — p(t) | 


AC7 141 


mt 十 “十 


<| dl es eA 
m! 


而 数 项 级 数 > 外 全 上 收 全 ,于 是 任 给 6>0, 存 在 入 ,使 当 m,n 
>N 时 ， 
[ga()—9.)|<e, lil<M. 
令 zl) 是 gp,(1) 一 致 收敛 到 的 极限 函数 . 因为 
|Agp.()—ArW SN AN 19g。(t) 一 zt)|， 
所 以 Agp,(t) 一 致 收敛 于 Azr(4). 在 式 (1. 3) 的 第 一 个 等 号 两 端 取 极 
限 , 就 得 到 
z=z0t | azGods 


所 以 z(i) 是 方程 (1. 1) 满 足 条 件 (1. 2) 的 解 ,对 一 切 上 都 有 定义 且 
连续 . 
令 和 矩阵 T, 一 3 各 和 ,因为 


Ll A.A 
| <4 : 


nl! 


1T.—T. | 十 … 十 


a 了 ,使 得 
1 7 一 并 1 一 0. 
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矩阵 人 了 的 元 素 =lim zy 很 自然 地 ,把 T 记 作 
CA 
名 而 一 了 14 十 下 
并 且 给 它 以 符号 e 
一 般 地 ,矩阵 e 定义 如 下 : 
人 


六 A’ 
c=1+4 二 条 Ft 十 … 


,EA? A’ 
人 EF 


因为 
9.(1)=T, Xo, 
所 以 方程 (1. 1) 满 足 条 件 (1.2) 的 解 xCt) 为 Tzo, 即 
r= Tr0=e x0, 

还 要 指出 ,矩阵 e* 是 一 个 基本 解 矩 阵 . 这 是 因为 依次 令 x 为 

[im | 总 和 er 的 每 一列 是 一 个 解 . 又 因为 :二 0 时 
i 

所 以 e4 是 基本 解 矩 阵 . 

例 求 微分 方程 


Xl ky 
请 足 t=0 时 人] = |] 的 
I k; 
解 因为 
1 "LA 
Ss 名 人 
人 /a 中 + 各 人 站 + 人 中 + 
A ee er 光 kilo Bp: 
e”" 0 
-| 
故 所 求 之 解 为 


23 


人 e” 01fA kie”™ 
j-b ee J- 

为 了 计算 方便 ， 2 的 几 条 性 质 : 

(1) 若 a 是 数 ,e”*'==e* 

(2) 是 (ewzr) 一 4ewz, 对 任意 moE 本 成 立 . 这 是 因为 e*z。 


是 + 三 hr 的 解 . 
(3) eth EW 。 et 一 ee , et, 
很 容易 验算 : 对 任意 zo€ R*,e"e*z。 是 满足 微分 方程 


r=(al+A)r 
与 初 条 件 :=0 时 +=zo 的 解 . 再 由 解 的 唯一 性 ,有 
E's ro eth 7,, 

把 后 面 要 用 到 的 几 条 性 质 也 列 在 下 面 : 

(4) 车 A=PBP-', 则 e*= PesP7. 

(5) 车 4 与 B 可 交换 , 则 e*'*?=e*。e” 

由 4 与 B 可 交换 得 知 ,对 一 切 n,A?" 与 B 可 交换 ,从 而 e“ 与 
B 可 交换 . 

微分 方程 工 = (4 十 B)z 的 满足 :=0 时 z=zo 的 解 是 


A+B) 
(4+ aro。 


X(t)=e 
考虑 向 量 函 数 rz(t) 一 e%。es'zo, 有 
(2)= Ae es'rotesBes'ro=(A+B)e*e'ro=(A+B)zrC). 
即 x() 也 满足 微分 方程 = (4 十 B)z. 显然 还 有 z(0) 一 zo. 由 解 
的 唯一 性 
et+aizo 一 eeeizro， 
所 以 e4+s 一 ede2. 
(6) e* 有 逆 , 且 (e ) 一 一 e 
(7) We* Se'?'. 
例 任 一 个 2x2 的 抢 阵 4, 总 可 以 经 过 实 的 相似 变换 化 为 抢 
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阵 B,B 有 以 下 三 种 形式 之 一 : 
14 0 a0 a —b 
GD |) 小 (2) | ， 站 Ca 下 
求 相 应 的 e”. 
解 ea- 中 


0 e%j 


eg 


让 二 = 村 


0 -6 
T= 
人 T=-[。 有 
, {0 0 8 bp 0 
T= ，T'= ，T'= =67. 
0 —b bp 0 0 多 
于 是 T=6:T,…. 所 以 
pb’ bh bb 本 
:| 守 + 生 一 6 二 全 一 条 
0 pb 
ba 1 一 下 十 村 
cosb —sinb 


sinb cosb 
我 们 已 经 作 了 充分 的 准备 ,现在 来 讨论 二 维 常 系 数 线性 系统 
(1.1) 的 解 的 分 类 . 
任 一 个 二 维 常 系数 线性 系统 (1. 1) 
工 一 4z， 
总 可 以 经 过 适当 的 坐标 变换 z= Py 化 为 系统 
y=By, (1.5) 
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其 中 矩阵 B=P-4P 是 上 面 例 子 中 指出 的 三 种 类 型 之 一 的 矩阵 . 
下 面 按 和 矩阵 4 的 特征 值 的 情况 把 方程 (1. 1) 进 行 分 类 . 


1. 4 有 异 号 实 特征 值 


此 时 
yz 2 


0 
3-|, 小 2<0<p; 
方程 (1. 5) 的 解 为 
iy 
9 可 | 
解 曲线 在 wm-ys 平面 上 图 形 如 图 
Na 2. 1, 稍 头 表示 上 增加 时 曲线 的 方 


向 .t 趋 于 无 穷 时 只 有 两 条 曲线 趋 
罗 2 于 原点 ,其 余 各 曲线 都 沿 另外 两 个 
方向 趋 于 无 穷 ,这 其 中 有 两 条 当 :一 一 co 时 趋 于 原点 . 这 样 的 原点 


叫 鞍 点 . 


2. 4 的 特征 值 都 有 负 实 部 


又 有 以 下 4 种 情况 . 
1) 4 有 相 异 的 负 特 征 值 
此 时 


| 


y2 


AD 

0 zw 

其 解 为 2 
(GD 一 ex ， 的 
人 

解 曲线 在 wm-y 平面 上 图 形 如 图 

2. 2, 除 两 条 曲线 外 其 余 各 解 曲线 都 

沿 两 个 方向 趋 于 原点 . 原点 叫 结 点 . 
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|， A<py<=0; 


2) 4 有 重 的 负 特 征 值 


此 时 
1A 0 
B=| |. 42<=0 
\0 4 
其 解 为 
fn 一 ee 
fe 一 ec 


解 曲线 形 如 图 2. 3 ,都 是 趋 于 原点 的 半 直 线 . 原点 叫 临界 结 点 . 


y2 y2 
pe yi 
人 
图 2.3 图 2.4 
3) A 有 重 的 负 特征 值 , 矩 阵 不 能 对 角 化 
此 时 
s-|) AM<0 
| "E 


其 解 为 
kl 
y(t1)=e 一 e Le ， 
解 曲线 如 图 2. 4 所 示 . 原点 叫 非 正常 结 点 . 
4) 4 的 复 特 征 值 有 负 实 部 
此 时 
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其 解 为 32 
y(t)=es% 
(kicosbt—k,sinbt | 


Pe 


kisinbt + kacosbt | 
qcos(bt+9) 
Mp | 

解 曲 线 是 绕 原点 旋转 的 螺 线 .6 之 0 

时 图 形 如 图 2. 5;6 过 0 时 是 顺 时 针 

方向 旋转 的 螺 线 . 原点 叫 焦点 . 
以 上 4 种 解 曲线 各 不 相同 ,但 有 共同 之 点 , 那 是 由 于 4 的 特 

征 值 都 有 负 实 部 ,所 以 解 曲线 都 趋向 原点 . 我 们 统称 这 些 原点 为 汇 . 


图 2.5 


3. 4 的 特征 值 都 有 正 实 部 


它 也 可 以 分 为 4 种 情况 . 分 别 与 2. 中 相应 的 情况 类 似 , 原点 
取 同 样 的 名 称 . 注意 解 曲线 上 的 箭头 取 相 反 的 方向 ,也 就 是 上 增加 
时 曲线 向 远离 原点 的 方向 移动 ,或 者 说 上 一 一 c 时 ,曲线 趋 于 原 
点 . 我 们 把 这 类 原点 统称 为 源 . 


4. 4 的 特征 值 为 缉 虚数 


y2 


其 解 为 
y(t)=esk 
| cosbt —sinbt 


sinbt cosbt 


四 


kicosbt—k,sinbt 
图 2.6 2 kisinbt + kcosbt 和 
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解 有 周期 性 ,周期 为 2r/6, 解 曲线 是 封闭 的 .6 之 0 时 , 解 曲线 如 图 
2.6 所 示 ;5<0 时 ,曲线 上 箭头 反 向 . 原点 叫 中 心 . 
最 后 我 们 要 指出 ,因为 +=Py, 所 以 方程 (1. 5); 》=By 的 解 
在 %-y 平面 上 的 拓扑 结构 也 就 是 方程 (1.1): 工 一 4z 的 解 在 ri- 
xz 平面 上 的 拓扑 结构 . 
下 面 用 图 表 出 以 上 所 讨论 的 结果 . 
和 矩阵 4 的 特征 方程 为 |4 一 47|= 二 0, 即 
A — (anaz)A+aunaz —aran =0. 
如 果 我 们 用 工 和 也 分 别 表示 算 阵 和 44 的 迹 TrA=an 十 azs, 以 及 矩 
阵 4 的 行列 式 
ES Py 
则 4 的 特征 方程 就 可 以 表示 为 
Xx—TA+D=0. 
特征 值 是 (T 土 VY 信 )/2, 其 中 入 =T* 一 4D. 
取 了 与 刀 为 参数 ,特征 值 的 各 种 情况 相应 于 参数 平面 上 的 区 
域 或 曲线 . 于 是 上 面 的 结果 可 用 图 2. 7 表示 . 参数 平面 上 除去 横 轴 


， 
Aan Q22 


D 
(=) D>0, To, 汇 旦 (三 ) D>0, T>0, 源 
A<0 
售 访 六 
局 


D 

Vv 

法 
油 

0 

D> 
Vv 
Ee 
襄 
Bi 


(一 ) D<0， 鞍点 
图 2.7 
外 的 5 块 区 域 和 3 条 分 界线 相应 的 参数 的 描述 情况 都 是 清楚 的 . 


横 轴 D=0, 即 
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an daw 


det4=| =0. 


亦 即 矩阵 4 以 0 为 一 重 或 二 重 的 特征 值 ,此 时 方程 + = Az 称 为 
退化 的 线性 系统 . 

对 任意 矩阵 4, 二 维 常 系数 线性 系统 (1. 1) : 

=Ar, 
满足 解 的 存在 唯一 性 定理 的 一 切 条 件 ,所 以 过 ri-zs 平面 上 任 一 
点 zo 都 有 系统 (1.1) 的 一 个 解 ,事实 上 就 是 
I(t)= ero. 

如 果 初 值 xx 0, 解 是 一 条 曲线 ;如 果 初 值 zo。==0, 则 x(z) 夺 0, 也 就 
是 说 ,t=0 时 从 原点 出 发 的 解 水 远 停 留 在 原点 . 原点 就 是 一 个 解 . 

其 实 可 以 直接 从 方程 (1. 1) 看 出 z(z) 二 0 是 它 的 解 . 因为 zx 一 
0 能 使 方程 右 端 hz 一 0; 而 z 为 任意 常 向 量 总 有 工 一 0, 从 而 x 二 0 
使 方程 (1. 1) 满 足 . 


§ 2 非 线 性 系统 的 平衡 点 .平衡 点 的 稳定 性 


本 节 考 虑 一 般 二 维 自治 系统 
=P(r,y), 
y=Q(z,y). 
如 同上 节 , 把 二 维系 统 中 的 (z,y) 看 作 是 二 维 平面 上 的 点 . 今 
后 也 称 这 种 平面 为 相 平 面 , (z,y) 为 相 点 . 相 点 的 轨迹 为 相 轨 线 . 
定义 若 点 (ro,yo) 使 P(zro,yo)=0,，Q(Czro,yo) 一 0， 则 称 
(zoyyo) 为 系统 (2. 1) 的 平衡 点 . 
显然 ,z(1) 三 zo,y(t) 三 yo 是 系统 (2.1) 的 解 . 
例 1 二 维 自治 系统 
二 一 一 y， 
y=zr—Br—zy t+ay 
有 两 个 平衡 点 (0,0) 与 (1/8,0). 
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(2.1) 


例 2 (0,0) 是 常 系数 线性 系统 
{这 一 QtZi 十 cizTz， 


[Ta 一 Qat1 十 Qazrz 


的 平衡 点 . 
将 二 维系 统 (2. 1) 中 两 式 相 除 ,得 到 一 个 一 阶 微分 方程 
dy_Q(r,y) 
dr P(r,y)" 


此 方程 的 积分 曲线 在 系统 (2. 1) 的 平衡 点 (zo,yo) 处 没有 确定 的 切 
线 方 向 ,不 满足 微分 方程 解 的 存在 ,唯一 性 定理 的 条 件 , 这 个 点 
《zo,yo) 为 微分 方程 的 奇 点 . 所 以 有 时 也 称 系统 (2. 1) 的 平衡 点 为 


奇 点 . 
定义 设 (zs,yo) 是 系统 (2. 1) 的 平衡 点 . 如 果 对 (zo,yo) 的 任 
一 邻 域 U, 存 在 (zx。,yo) 的 一 个 属于 U 的 邻 域 ,使 系统 (2. 1) 的 
每 一 条 轨 线 (z(t) ,y(t)), 车 有 (xz(0),y(0))EU, 则 对 一 切 :>>0， 
有 (z(t) ,y(t)) EU ,就 称 平衡 点 (zo,yo) 是 稳定 的 ;否则 就 称 为 不 
稳定 的 . 如 果 (zo,yo) 稳 定 ,并 且 有 

tim 0] 加 

m+ol\ y(t) Yo 
就 称 平衡 点 (zu,y) 是 渐 近 稳定 的 . 

例 3 当 常 系数 线性 系统 (1. 1) 的 平衡 点 (0,0) 为 汇 时 ,是 稳 
定 的 ,并 且 也 是 渐 近 稳定 的 . 中 心 是 稳定 但 不 渐 近 稳定 的 . 源 是 不 
稳定 的 . 鞍点 也 是 不 稳定 的 . 

总 之 ,在 上 一 节 中 我 们 已 经 研究 了 非 退化 线性 系统 

=Ar, detA¥0 
的 唯一 的 平衡 点 一 一 原点 的 稳定 性 问题 . 

现在 设 (zo,yo) 是 一 般 二 维系 统 (2. 1) 

=P(r,y), 


y=Q(r,y) 
的 平衡 点 ; P(r,y) ,Q(z,y) 是 解析 函数 . 作 平移 变换 ， 
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< 一 z 一 ro、， 1 一 y 一 yo， (Ge 
得 到 (#,7) 的 微分 方程 


dé 
本 2 二 dD 十 《Pu 合十 2p1z 人 7 十 pzz 玉 十 …)， 


(2. 3) 
如 = 十 4227 十 (qu 全 十 2q1267 十 qzz 玉 十 …)， 
其 中 
cu 一 已 :(zoyyeo)，dui 一 已 ,(zoyyo)， 
) (2.4) 
dn=Q (Tory0), d=Q, (ro y0), 


等 等 . 变换 后 的 方程 (2. 3) 以 (0,0) 为 平衡 点 . 
会 去 方程 (2. 3) 中 的 非 线性 项 ,得 到 一 个 常 系数 线性 方程 
é 一 QiE 十 ai27， 
1; =ané 二 az27. 
我 们 称 它 为 系统 (2. 1) 在 平衡 点 (zo,yo) 处 的 线性 近似 方程 . 
以 下 分 别 对 线性 近似 方程 (2. 5) 的 系数 矩阵 
au a 


的 特征 值 的 各 种 情况 讨论 方程 (2. 1) 的 平衡 点 (zo,yo) 的 稳定 性 . 
1. 4 有 实 特征 值 与 x,A 可 以 对 角 化 


(2.5) 


沽 二 


由 假设 存在 坐标 变换 
日 u 
| =r[, ‘ 
使 方程 (2. 5) 化 为 方程 
[人 


取 同 一 个 坐标 变换 ,方程 (2. 3) 化 为 下 述 非 线性 方程 
| 六 = 和 十 (Buu +2Piuvt Pasv? 二 +*…)=hu+ fi(u,v), 
=pv+ (T+2Guvt Tv) = pt flu,v). 
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显然 ,为 了 讨论 方程 (2. 1) 的 平衡 点 (xo,yo) 的 稳定 性 ,只 要 研 
究 方 程 (2. 6) 的 平衡 点 (0,0) 的 稳定 性 . 

引进 函数 p= 二 ww 十 vw, 其 中 ,wv 满足 方程 (2. 6) ,并 将 其 上 式 乘 
xj, 下 式 乘 w, 再 相 加 就 得 到 

= tp 二 = Bu,v). (2.7) 

显然 ,@(0,0) 王 0. 下 面 再 分 三 种 情况 分 别 进行 讨论 . 

1) 4 过 J 过 0, 线 性 近似 方程 肛 结 点 为 汇 

存在 (0,0) 的 一 个 邻 域 5, 使 当 (u,v)€5S,(u,v) 闪 (0,0) 时 
Bl(u,v) 一 0, 从 而 <o. 

对 (0,0) 的 任意 邻 域 U, 取 UU 为 
以 原点 为 中 心 , V5 为 半径 的 圆 域 : 
局 十 之 6, 且 U1CU 门 S( 如 图 2. 8). 

因为 UCS, 所 以 在 ,内 学 二 
0, 当 +t 增加 时 ,p=w? 十 vw? 减少 .于 是 
t= 二 0 时 在 U' 内 的 轨 线 (有 w(0) 十 
zz(0) < 9) 当 上 >>0 时 总 保持 在 只 
内 . 即 方程 (2. 6) 的 平衡 点 (0,0) 是 稳 
定 的 . 图 2.8 


为 了 证 明 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 ,显然 ,只 要 证 明 
lim pl2)=0. 


车 lim o(t) 关 0， 就 有 

lim p(2)=p>0. 
则 轨 线 总 在 环形 区 域 6 之 之 A 上 ,此 时 
dp_ so 
HD) < r<0, 
于 是 有 
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p(t) =pc0)+| edt po(0)— rt. 
o 


这 与 p 之 0 蔬 盾 ,所 以 (2.6) 的 平衡 点 (0.0) 是 渐 近 稳定 的 ,从 而 方 
程 (2. 1) 的 平衡 点 (ro,yo) 是 渐 近 稳定 的 . 
2) 0 二 4 三 jp， 线性 近似 方程 肥 结 点 为 源 
存在 (0,0) 的 一 个 邻 域 S, 使 当 (u.v)€S,(u,v) 记 (0,0) 时 
Guo)>0, 从 而 > 0 
取 一 个 在 $ 内 的 以 (0,0) 为 中 心 的 圆 形 邻 域 U. 不 难 证 明 , 对 
这 个 UU, 不 存在 稳定 性 定义 中 所 要 求 的 邻 域 UU. 所 以 (0,0) 是 方程 
〈2.6) 的 不 稳定 平衡 点 ,(zu,yo) 是 方程 (2. 1) 的 不 稳定 平衡 点 . 
3) 4 二 0 过 py， 线性 近似 方程 有 鞍点 
v 存在 (0,0) 的 一 个 邻 域 S,S 被 
在 原点 相交 的 曲线 一 (w,u) 一 0 分 成 
4 块 ( 见 图 2.9). 左右 两 块 中 ,@$(u， 
v) 二 0; 上 下 两 块 中 ,@B(u,v) 二 0. 
”将 最 再 对 : 求 一 次 微 商 ,得 


TTX tpt uw). 
a 注意 愉 之 0,we 之 0, 所 以 存在 一 个 原 
点 (0,0) 的 邻 域 S,, 使 当 (x,u)ESi,(Cuzyo) 闪 (0,0) 时 
Bi (xuo) 之 0， 
从 而 


dip 
EP 


取 原 点 (0,0) 为 中 心 ,半径 为 6 的 圆 形 令 域 U,UCS 门 5. 我 
们 证 明 , 对 这 个 U 不 存在 稳定 性 定义 中 所 要 的 邻 域 U. 
任 取 一 个 U'CU,U' 是 (0,0) 的 邻 域 . 在 U' 内 总 可 以 选 到 点 
(Cuovzo) ,使 更 (xz) 二 0. 从 而 
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四 
di 


Huonro) 


=r>0. 

注意 UCSi, 所 以 在 U 内 98 >0, 即 肾 随 :增加 .于 是 沿 1=0 

时 ,从 Cuowvn) 出 发 的 轨 线 ,在 U 内 时 总 有 学 之 7 所 以 
p=p(0)+[ de > ut tr 


于 是 存在 某 个 有 限时 刻 i, 使 轨 线 达到 U 的 边界 ,这 就 证 明了 原点 
(0,0) 是 方程 (2. 6) 的 不 稳定 平衡 点 . 从 而 (zu,yo) 是 方程 (2. 1) 的 
不 稳定 平衡 点 . 


2. 4 有 复 特征 值 a 土 ib(b 半 0) 


此 时 存在 坐标 变换 
é€ u 
7 ly 
(J=e() 
使 方程 (2. 5) 化 为 
=au—bv, 
I 


取 同 一 个 坐标 变换 ,方程 (2. 3) 化 为 
六 二 Qu 一 bv 十 …， 
| . (2. 8) 
也 一 bu 十 av 十 …， 
把 上 式 乘 <“, 下 式 乘 w, 相 加 ;再 令 po 一 巡 十 性 ,得 


= +o) + 
完全 像 1. 的 1) 和 2) 中 一 样 讨论 ,可 知 : a<0 时 ,平衡 点 是 渐 近 稳 
定 的 , a>0 时 ,平衡 点 是 不 稳定 的 . 


3. A 有 重 特征 值 六 0,4 不 能 对 角 化 


此 时 存在 坐标 变换 
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使 方程 (2. 5) 化 为 
| 一 人 zk. 
一 & 十 Mr 
取 同 一 个 坐标 变换 ,方程 (2. 3) 化 为 
必 一 Me 十 ， 
1， 二 W 十 和 十 …. 
把 上 式 乘 wx, 下 式 乘 eo(e>0) , 相 加 ;再 令 p==w* 十 ev ,就 得 到 


= et her 十 


只 要 取 e 之 0,e 充分 小 ,使 一 4Xe<<0, 上 式 右 端 前 三 项 的 符号 就 
由 4 的 符号 而 确定 . 接 下 去 的 讨论 与 1. 的 1) 和 2) 中 一 样 ,只 要 把 
那里 的 圆 域 好 十 二 委 常 数 改 为 椭圆 形 邻 域 必 十 eo 委 常数 即 可 . 结 
论 是 : 4<0 时 ,平衡 点 渐 近 稳定 ;4 二 0 时 ,平衡 点 不 稳定 . 
总 结 以 上 的 结果 得 到 ; 当 和 矩阵 

PCzoyyo) P(xo,yo) 
Q(z0y0) Q(zosy0) 
的 两 个 特征 值 都 有 负 实 部 时 ,系统 (2. 1) 

|; =P(r,y), 


A= 


y=Q(r,y) 

的 平衡 点 (xo,yo) 是 渐 近 稳定 的 ;两 个 特征 值 只 要 有 一 个 是 正 实 
部 ,平衡 点 (zxo ,yo) 不 稳定 . 换 句 话说 , 当 4 的 两 个 特征 值 都 有 非 零 
实 部 时 ,方程 (2. 1) 在 平衡 点 (xo,yo) 处 的 稳定 性 与 其 线性 近似 方 
程 (2. 5) 在 平衡 点 (0,0) 处 的 稳定 性 一 样 . 

在 后 面 的 $4 中 还 要 进一步 证 明 ,如 果 4 的 特征 值 实 部 非 零 ， 
且 不 是 重 根 ,那么 非 线 性 方程 (2. 1) 的 平衡 点 (zo,yo) 附 近 的 轨 线 
的 情况 ,也 与 它 的 线性 近似 方程 (2. 5) 在 原点 附近 的 轨 线 的 情况 一 
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样 ,为 稳定 的 焦点 或 结 点 不 稳定 的 焦点 或 结 点 ,或 蒂 点 . 所 以 如 果 
令 


T=P' (ro,y) +Q, ro yo), 
PCzoyyo) P(xrosyo) 
QCroy) Qlroy) | 
我 们 就 可 以 如 下 所 述 利用 图 2. 7: 当 参数 值 属于 5 块 区 域 之 一 时 ， 
方程 (2. 1) 的 平衡 点 (zu,y) 的 稳定 性 .与 该 点 附近 的 轨 线 情况 都 
如 图 2.7 中 所 注 ( 因 与 其 线性 近似 方程 在 原点 处 一 样 ). 但 是 当 参 
数值 属于 区 域 的 分 界线 时 ,平衡 点 (zx,,yo) 的 情况 就 不 一 定 如 图 
2.7 中 所 注 . 以 后 将 参数 值 属于 5 块 区 域 中 的 情况 称 为 粗 的 情况 . 


8$ 3 线性 近似 方程 为 中 心 的 情况 


先 看 一 个 例子 
全 = 一 ?十 ac(Cz2: 十 y%)zy 
=ztelr tty)y. 
显然 ,(0,0) 是 这 个 非 线性 方程 的 平衡 点 . 它 的 线性 近似 方程 是 
d 
d 
在 (0,0) 处 为 中 心 . 


令 =Apcosg,y=psin0. 即 P= 二 ,0 一 tan7 之。 于 是 非 线 
性 方程 化 为 


d d d 

|e 哇 -xz 至 +y 昱 =ao， 
do 1 | dy ,dr 
dt 无 十 到 dt ydz| 


1. 
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当 a>0 时 ,所 >0, 日 =1,(0.0) 是 不 稳定 焦点 ; 当 a<0 时 ， 


更 <0, 健 =1,(0,0) 是 稳定 焦点 , 且 是 渐 近 稳定 的 . 


现在 的 问题 是 , 当 线性 近似 方程 (2. 5) 为 中 心 时 , 原 非 线性 方 
程 (2. 1) 的 平衡 点 (royyo) 如 何 ? 是 否 除了 依然 为 中 心 外 ,只 可 能 是 
焦点 ? 稳定 、 不 稳定 ? 下 面 介绍 三 种 判别 法 , 先 讲 一 个 引 理 . 

引 理 3.1 车/(9) 是 连续 可 微 的 ,上 且 是 以 / 为 周期 的 函数 . 则 


Fe0)=| rede=sb+wO)， 
其 中 
= 
= GE 


X09) 有 同样 的 周期 1, 即 wb) 一 Ab 十 2). 
证 明 因为 (90) 连续 可 微 ,其 伍 氏 级 数 一 致 收敛 到 它 自 己 . 
所 以 ,可 以 在 下 面 的 等 式 两 端 逐 项 积分 


f(0)=P+ > (aucosnwg 十 businnag)， 
m=] 
其 中 


ao _ 1f 2r 
= | fde=g，w= 容 . 

得 到 
P= | /68)dé=g0+0), 

其 中 _ 

rw0)= 了 | 对 sinnob 一 包 (cosnab 一 1D) |. 

wl nw nw 

9) 确 是 以 /为 周期 的 函数 . 

引 理 证 完 . 


1 后继 函数 判别 法 


因 方 程 (2. 1) 在 (ze,yo) 的 线性 近似 方程 (2. 5) 为 中 心 , 所 以 方 
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程 (2. 1) 经 过 平移 变换 (2. 2)( 把 (zu,yo) 变 到 原点 ) 化 为 方程 (2. 3) 
后 ,再 作 线性 变换 可 将 方程 化 为 


[五 一 一 如 十 Uso)， 
1 (3.1) 
1 了 一 十 VCeu)， 


这 里 的 5 二 >0,0 与 V 中 u,v 最低 是 二 次 项 . 
为 了 研究 方程 (2. 1) 的 平衡 点 (xo,yo) ,只 要 研究 方程 (3. 1) 的 
平衡 点 (0,0). 令 
& 一 rcosg， 一 rsin0， 
方程 (3. 1) 化 为 
=U tv)= Ucos0+Vsing=rR(r ,0), 


竺 = 二 cor+ey 一 —vU)= b+ (Veos0— —Using)=6+Q(r ,0), 


其 中 R,Q 是 的 宕 级 数 , 从 7 的 一 次 方 开始 , 系 数 是 sing 与 cos0 
的 多 项 式 . 所 以 存在 ,使 当 r 满足 0<r<7i 时 ,对 一 切 9 有 
b+Q(r.0)>6/2. 
将 上 面 的 方程 组 中 的 上 消去 ,得 微分 方程 
dr_-_rR 
d6 5+G- 
它 的 右 端 在 0 委 r 王 rm, 一 co<g<< 十 co 上 解析 , 故 可 以 展 成 的 宕 
级 数 . 因而 方程 (3. 2) 又 可 表示 为 


和 =R:CO)r HRO + (3.3) 
系数 R:(b),R:(0),… 也 是 sin6 与 cosg 的 多 项 式 . 

由 于 对 初 条 件 6=0 时 ,r= 二 0, 有 整体 解 -(9) 三 0( 一 <9< 
ce) ,所 以 由 第 一 章 定理 3.2, 对 充分 小 的 c,9=0 时 r=c 的 解 ~(b， 
c) 在 0E[ 一 4r,4r] 上 有 意义 且 rE[0,rD). 

由 于 r(b,c) 对 c 是 解析 的 ,所 以 可 以 展 成 c 的 短 级 数 : 

r(0.c)=ri(0)ct+r(O)et+ 


(3.2) 
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并 且 由 初 条 件 r(0,c)=c, 得 
rm(0)=1,， rr,(0)=r3(0)=…=0. (3.4) 
把 上 面 的 寡 级 数 代入 方程 (3. 3) ,得 恒等式 
ri (Octr (Oe tr (Oe 二 
三 R,(0) (rict+rze 二 )? 

十 Ri(9) (ric 十 racz 十 ……)3 十 ……。 
比较 c 的 各 次 寡 的 系数 得 到 一 串 微 分 方程 

mi CO) 一 0、 

r (0) 一 Rari， 

六 (8) 一 及 ar 十 2Rariray 


再 联系 初 条 件 (3. 4) ,可 以 逐个 地 求 出 它们 的 解 
rm(0)=1, 


ral0)=| Redt， 


rt0)= [Re 二 2Re(6)ra(6)]d6， 


注意 ,R.(0) 是 以 2x 为 周期 的 连续 可 微 函数 , 由 引 理 3. 1 得 
rs:(b) 一 520 十 ps(g)， 
&= 去 | ceode， 
2(0)=9,(0+27n). 
如 果 g;=0, 则 7.(0) 二 pq;(9).r2(9) 也 是 以 2 为 周期 的 函数 ,进而 
R,(9) 十 2R.(9)r(9) 也 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 再 由 引 理 3. 1 得 到 
r3(0)=g:0+93(0), 
时 2 
= 去 CR 十 2Rorz)d6， 


93(0) 一 pa 十 2r). 
40 


如 果 gs:=0, 则 r,(9) 一 9s(0).r:(0) 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 

如 此 继续 , 若 对 上 =2.3,…, 都 有 g; 二 0, 则 49) 都 是 以 2x 为 
周期 的 函数 . 于 是 对 充分 小 的 c, 解 x-(9,c) 对 9 而 言 ,是 以 2r 为 周 
期 的 函数 , 即 在 (0,0) 附 近 方程 (3. 1) 的 轨 线 全 是 闭 轨 . 我 们 说 方程 
(3.1) 以 (0,0) 为 中 心 . 

若 对 某 个 到 ,go。 关 0, 而 k=2,…,m 一 1, 有 g4 二 0, 则 

r(g,c) 一 c +r(0)e ttry 1 (0)c™! 

十 gngc" 十 po(g)c" 十 ……， 

其 中 ro，… ,rm-1,9m 箔 为 9 的 周期 函数 ,其 周期 为 2x. 于 是 
r(2x,c) 一 r(0,c) 一 2rgwc" 十 …. 《3 
上 式 右 端 由 第 二 项 开始 ,c 的 宕 至 少 是 m 十 1 次 . 所 以 当 c 充分 小 
时 , 右 端 以 第 一 项 的 符号 , 即 g 的 符号 为 符号 . 
如 果 gw<0, 则 当 < 充分 小 时 ， 

r(2x,c)<r(0,c). 
也 即 轨 线 从 9=0,r=c 出 发 绕 一 图 到 0=2x 时 ,r==r(2x,c)<c. 因 
为 b>0, 当 > 充分 小 时 8 之 0, 即 :增加 时 8 亦 增加 ,所 以 在 (0,0) 
附近 方程 (3. 1) 的 轨 线 是 按 逆 时 针 方向 ,向 内 旋转 的 螺 线 ,(0,0) 是 
稳定 焦点 . 

如 果 gw>0, 则 r(2r,c)> r(0,c),(0,0) 是 不 稳定 焦点 . 

总 之 ,第 一 判别 法 指出 :线性 近似 方程 为 中 心 时 ,可 由 后 继 函 
数 r(2x,c) 一 r(0,c)=0,<0 或 >0( 当 < 充分 小 时 ) 判 别 非 线 性 方 
程 的 平衡 点 是 中 心 还 是 焦点 (稳定 或 不 稳定 ). 

在 计算 例题 之 前 先 介绍 焦点 重 数 与 焦 值 的 概念 . 

我 们 已 知 当 平衡 点 为 焦点 时 ,后 继 函数 

六 (2ryc) 一 r(0,c) 一 2rgnc” 十 …， 
其 中 gw 关 0, 其 余 各 项 是 c 的 短 大 于 m 次 的 项 . 现在 指出 : m 一 定 
是 奇数 . 下 面 给 一 个 直观 的 说 明 . 
把 c 开拓 到 负数 ,|c | 很 小 . 若 轨 线 如 图 2. 10 所 示 , 则 有 
r(2x.c)—r(0,c)>0. 
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图 2.10 


由 解 的 唯一 性 , 轨 线 不 能 自己 相交 ,所 以 

r(2n,c')—r(0,c)<0. 
车 轨 线 为 相反 的 情况 ,也 可 以 同样 的 讨论 . 总 之 ,r(2x,c) 一 r(0,c) 
随 c 变 号 而 变 号 .于 是 m 不 能 是 偶数 . 显然 ,一 定 有 g2 二 0. 

令 m= 二 2n 十 1, 我 们 称 为 这 个 焦点 的 重 数 或 阶 数 . 

又 定义 后 继 函 数 r(2x,c) 一 r(0,c) 在 c=0 处 的 第 i 阶 导 数 为 
焦点 的 第 i 阶 焦 值 . 例如 对 重 焦点 , 它 的 0 阶 至 2n 阶 的 焦 值 都 
是 零 , 它 的 2n 十 1 阶 焦 值 为 (2n 十 1)! 2rgznti. 

根据 前 面 的 讨论 又 可 以 说 : 中 心 的 一 切 焦 值 为 零 ; 焦 点 的 稳 


定性 决定 于 它 的 最 低 阶 的 非 零 焦 值 的 符号 . 
例 运动 方程 
人 区 十 T=aZX’ 十 7rr? 十 Br?， 
其 中 a,B 和 7 是 常数 . 
为 求 等 价 方程 组 , 令 
工 一 一 》. 
于 是 得 到 另 一 个 方程 
y=zx—pr—7zry t+ay. 
由 此 得 非 线性 方程 组 


| = 一 y， 

y=zx—Br—7ry +ay. 

(0,0) 是 它 的 一 个 平衡 点 ,其 线性 近似 方程 以 (0,0) 为 中 心 . 我 们 用 
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后 继 函 数 法 研究 此 非 线性 方程 组 在 (0,0) 的 稳定 性 . 
在 方程 组 中 . 令 


一 rcosg， y 一 rsinl. 


得 

开 = 一 pcos:bsing 。 盖 十 (asin40 一 Xecosgsin30)r3 

do 3 in3 2 in2, 

lBeos 0 .rr 十 (asin3bgcosb 一 Xecoszgsin20)r2. 
消去 ,得 

$= 一 Bcos:bsing。 一 十 (asin40 一 xcosgsin30 
一 Bzcos5gsing) 壮 十 …. 

并 设 解 为 


r 一 < 十 rzc:* 十 rac: 十 …， 
其 中 x240)==r3(0)==…==0. 将 此 解 代入 上 方程 ， 比 较 c* 的 系数 ， 
得 


唐 = 一 Bcos’0sin0, 
所 以 
cos'0 1 
c= 有 | 让、 
rz 是 周期 函数 . 再 比较 c 的 系数 ,得 


dr, 一 asin40 一 YXcosgsin30 一 Becos5sbgsinbg 一 28cos2gsing。r:. 


d0 
所 以 
r3(0) =af sintgd0— | Deososine+ pzcos50 
十 28pcos:2g。rz]singd0. 
由 引 理 知 ,r;(9) 不 是 周期 函数 . 因为 


ra(0)=g30+f3(0), 
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其 中 /;(9) 是 周期 函数 ,而 
= 庆 | sin'0dox 0. 


因此 ,(0,0) 是 一 重 焦点 . 如 果 a 之 0, 是 不 稳定 的 焦点 ;如 果 a<<0， 
是 稳定 的 焦点 . 

现在 已 经 回答 了 本 节 开 始 时 提出 的 问题 . 即 当 (0,0) 是 线性 近 
似 方程 的 中 心 时 , (zo，,yo) 不 一 定 是 原 方程 的 中 心 ,还 有 可 能 是 稳 
定 焦点 或 不 稳定 焦点 . 相对 于 8 2 的 最 后 所 谓 粗 的 情况 ,我们 也 把 
中 心 称 为 非 粗 的 或 细 的 情况 . 

为 了 介绍 后 面 的 判别 法 时 方便 一 些 , 现 在 顺便 指出 两 点 : 

(1) 当 平 衡 点 是 中 心 时 ,由 以 上 讨论 可 知 ,对 充分 小 的 c, 解 x 
三 r(9,c) 是 关于 0 以 2x 为 周期 的 函数 . 现在 问 : 解 r 作为 1 的 函 
数 , 周 期 是 多 少 ? 我 们 先 研究 :与 9 的 关系 .为 此 把 r=r(90,c) 对 < 
的 展开 式 代 入 方程 


db 
e+Q0) » 


得 到 

dC1 + (Oet ye te], 
其 中 (0) 仍 是 以 2 为 周期 的 函数 . 将 方程 分 离 变量 , 取 : 与 9 同 
时 为 零 , 积 分 得 


1(0)= 


1 

a IFTh Oth) et 

=3 | [itp Oet gee td 
. 


其 中 ,C0) 仍 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 现在 我 们 应 用 上 式 求 + 的 周 
期 了 . 
因为 


十 2 
4(014-27) -0= 汪 | [1+ get ge:+ .Jd0, 
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而 积分 号 下 的 函数 是 关于 0 以 2x 为 周期 的 函数 ,所 以 
0+2r) (0) = | [ltgct pect de. 


这 就 是 说 , 沿 着 从 点 (r,9) 一 (c,0)( 即 从 点 (xu)=(c,0)) 出 发 的 
轨 线 转 一 图 (9 增加 2r) 所 需 的 时 间 , 即 周期 T 为 


了 = 笃 G1 十 和 ic 二 ace 十 ……)， 


其 中 = 去 | wode 

如 果 平衡 点 是 焦点 , 则 上 面 的 T 表示, 从 点 (xz) 一 (c,0) 出 
发 的 轨 线 转 一 圈 后 再 与 正 x 轴 相 交 所 需 的 时 间 . 

(2) gw 的 值 只 与 方程 (3. 3) 的 R.(0),…,R, (90) 有 关 , 而 它们 
又 决定 于 方程 (3. 1) 右 端 w,v 的 短 不 大 于 m 的 项 .或 者 说 ,m 阶 焦 
值 中 的 因子 go 与 方程 右 端 wz 的 血 大 于 m 的 项 无 关 . 这 一 结论 
的 真实 性 可 从 上 面 的 判别 法 的 介绍 过 程 中 检验 得 到 . 


2. 形式 级 数 判别 法 
我 们 先 看 一 个 具体 的 例子 . 对 系统 


| (x) 


y= 
考虑 函数 
F(zr,y)=7+y’. 
把 系统 ( x ) 的 轨 线 方程 x 一 z(0),? 一 y(4) 代 入 函数 了 (zy), 然后 
对 + 求 微 商 , 记 作 区 | .显然 


dF aF . ,oF. 
dr et 3?) 十 2yz 一 0. 


这 说 明 
F(zx(t), y(t))=C, 
即 沿 着 轨 线 + 二 x(2) 与 y=y(1) ,函数 F(zr,y) 的 值 不 变 .也 即 轨 线 
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二.T(1) yyG) 总 在 国 数 尼 (Cry) 的 等 位 线 
T+y = 
EE 
现在 对 8 2 中 系统 (2. 1) 
=P(r,y), 
| =Q(r,y) 


(2.1) 


考虑 函数 
Fl(r,y)=r’++y’. 
如 果 在 原点 (0,0) 附 近 , 但 原点 (0,0) 除 外 时 有 不 等 式 
dF| oF; iaF; 
dt leb er ay 
=2r* P(r,y)+2y* Q(zr,y)<0. 
此 不 等 式 说 明 什么 问题 呢 ? 由 


是 | ”一 o 可 知 , 当 :增加 时 沿 


x=x(t) dt | 
4 着 系统 (2. 1) 的 轨 线 二 zx (4)， 
y= 二 y(t) ,F(zr,y) 的 值 减少 , 即 
轨 线 r= 二 z(t),y 二 y(t) 的 方向 
是 由 等 位 线 zx? 十 y=C, 到 等 位 
线 工 十 y==Cs, 这 里 Cs<C1! 而 
后 一 等 位 线 位 于 前 一 等 位 线 之 
图 2.11 内 ,所 以 轨 线 是 由 外 向 内 穿 过 
一 个 个 的 等 位 线 ( 见 图 2. 11). 
而 且 轨 线 也 不 可 能 总 位 于 某 个 等 位 线 之 外 ,因为 ,否则 在 这 个 等 位 
线 外 的 某 个 环形 区 域 上 有 


dF 
醒 i <0. 


将 上 式 两 边 从 to 到 上 积分 ,得 到 下 面 的 不 等 式 
Fr yO EF rt) ,yt0)) —alt—to). 
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因 轨 线 总 在 此 环形 区 域 上 ,所 以 上 式 对 任意 大 的 上 成 立 . 这 与 
玉 (zryy) 恒 正 子 盾 . 

所 以 ,全 | ， < 说 明 系统 (2.1) 的 轴线 = r(0),y 一 y(0) 当 
! 一 十 co 时 趋 于 原点 . 

下 面 的 引 理 是 比 上 面 的 结论 更 为 一 般 的 结论 . 我 们 先 承认 引 
理 , 它 的 证 明 包 含 在 第 六 章 8$ 4 的 定理 中 . 

引 理 3.2 设 系统 (2. 1) 右 端 解析 ,以 (0,0) 为 平衡 点 . 如 果 存 
在 (0,0) 的 一 邻 域 U 和 U 上 的 一 连续 、 可 微 函数 F(x,y), 且 满足 

(1) 下 正定 : F(0,0)=0; F(x,y) 之 0, 当 (x,y) 夺 (0,0)， 

(2) 尝 <0(>0), 当 (z,y) 关 (0,0). 

则 系统 (2. 1) 的 平衡 点 (0,0) 渐 近 稳 定 ( 不 稳定 ). 

下 面 介绍 判别 法 . 我 们 仍 讨论 方程 (3. 1) 的 平衡 点 (0,0). 为 简 
单 起 见 , 设 5=1( 否 则 作 变 换 r=bt). 再 把 后 面 的 U 与 V 改写 使 方 
程 有 以 下 形式 

5 下 一 一 2 十 PC) 十 Pi(xo) 十 … 
V =u+Q(u,v)+Q (u,v) 十, 
其 中 Plu,v), Qlusv) 是 wu 与 v 的 i 次 齐 次 式 . 
考虑 形式 级 数 
Fut) = t+ SOF, (uw), 


k=3 


(3.1') 


其 中 Filu,v) 是 ww 与 v 的 有 次 齐 次 式 . 


dF 
现在 来 计算 到 | ，，，: 

dF oF;, +oF, 

dla, dB 


=|2+D {+P) 
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+| + 3) 天 er (+ 27e,). 
合并 等 式 右 端的 同 次 项 ;显然 ,二 次 项 恒 为 零 ;三 次 项 为 


3F, BF 
uBio | +2uPs toQe); 
四 次 项 为 
3 
(: 人 | +2GuPpstoQ)+|P:F 2 0, EE 


eu 


DF， DF， AF,- 
vB | +2uP +zQ. + (Pp, S++, | 


+ 二 [Po 
为 简单 起 见 ,依次 把 上 面 每 个 式 中 第 一 个 括号 以 外 的 齐 次 式 , 记 作 
Hil(uv), Hu) Cn) 
我 们 采用 一 个 巧妙 的 方法 来 定 F.. 取 极 坐标 : 令 
u=rcos0, v=rsing. 
这 样 一 来 ,n 次 项 的 第 一 个 括号 就 化 为 
oF, BF， aF, oaF, oF, (rcosb,rsing) 
uv 一 rcosb 3 7sin 0 3 
dF, et 
=r" 
同时 其 余 各 项 H,(u,v)=r"H,(cos0,sin0). 
若 要 三 次 项 为 零 ,只 要 有 三 次 齐 次 式 F(u,v), 使 Pi(cosb， 
sin9) 满 足 微分 方程 


绢 (cosb,sing) 一 一 已 (cosb,sin0) 


下 
= 全 十 > (acosvg 十 bsinvg). 
邱 


而 这 种 F， 存在 的 充 要 条 件 是 太 ; 的 伟 氏 级 数 的 常数 项 co 一 0, 即 
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[ Ha(cos0 ,sing)d0=0. 


显然 ,这 个 条 件 是 满足 的 ,于 是 我 们 找到 了 一 个 Fs(u,v). 
求 出 Fi(u,v) 后 , 右 ;(u,v) 就 是 已 知 函 数 . 如 果 


[ Hu(cos0,sing)d9=0, 


就 又 找到 一 个 F,(u,v) ,使 (cos0,sin9) 满 足 方程 


deseo ,sing) =—H,(cos0,sing). 


从 而 使 上 面 的 4 次 项 为 零 . 
注意 ,对 一 切 奇数 2j 一 1 总 有 


六 -cose,sinp)dg= 0. 
所 以 ,依次 进行 ,只 可 能 到 某 个 偶数 2m 时 
人 mcosesine)des 0. 


这 时 取 2m 次 齐 次 式 Fm《u,v) ,使 nm《cos0,sin9) 满 足下 面 修改 了 
的 方程 


dsm (Cos0 snO 一 一 用。(cosb,sing) 十 Cn， 


其 中 C= 去 六 ae 
用 上 面 得 到 的 函数 FF,,…，,Fs, 构 造 一 个 函数 四 (wo)， 
Busv) = 二 Vv 十 Fy 十 … 十 Fm. 
显然 Bluwv) 在 (0,0) 的 一 个 邻 域内 连续 ,可 微 .正定 . 下 面 我 们 计 
算 9| .注意 所 有 次 数 小 于 2m 的 项 全 都 消去 ,于 是 有 


(3.19) 


名 | =CiGe+w)"+(uww 次数 大 于 2m 的 项 ). 


对 于 充分 小 的 +, 且 7 之 0, 则 上 式 右 端 以 Cz 的 符号 为 符号 . 由 
引 理 可 知 ,车 Com 过 0, (0,0) 是 系统 (3.1') 的 稳定 焦点 ; 若 Cm 之 0， 
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(0,0) 是 系统 (3. 1 ) 的 不 稳定 焦点 . 
如 果 对 一 切 ,积分 


ar 
| H,(cos0,sing)d0=0,， 


则 得 到 一 串 函 数 P:,P,,…, 只 要 形式 级 数 
让 十 如 十 十 下 十 … 
收敛 到 某 个 函数 已 xu) , 则 
下 (eso) 一 C 

就 是 系统 (3.1 ) 的 轨 线 . 由 于 在 原点 附近 (u,v) 二 C 都 是 闭 曲 
线 ,所 以 (0,0) 是 系统 (3.1 ?的 中 心 . 

关于 形式 级 数 的 收 剑 性 ,Liapunov 曾 给 出 过 证 明 . 我 们 为 了 
回避 该 大 定理 ,利用 第 一 判别 法 的 结果 来 直接 证 明 上 述 结论 , 即 若 
对 一 切 n 有 

[Hkeos0,sing)d0=0, 


则 (0,0) 是 系统 (3. 1 ) 的 中 心 . 

用 反 证 法 . 设 不 然 ,(0,0) 是 系统 (3. 1') 的 焦点 ,不 妨 设 为 稳定 
的 . 由 第 一 判别 法 ,此 焦点 的 最 小 阶 数 的 非 零 焦 值 为 负 , 设 这 个 最 
小 阶 数 是 2 一 1. 

修改 系统 (3. 1') 的 右 端 函数 中 的 Pa 与 Qu+t1, 得 到 另 一 个 
系统 (3.1" ), 使 它 的 


[ Had0> 0. 
由 于 并 没有 改变 系统 (3. 1') 的 右 端 函 数 中 的 已 与 Q;(i<<2k 十 1)， 
所 以 对 系统 (3.1° ) 仍 有 
[id0=0 G+1<24+2). 


按 第 二 判别 法 ,(0,0) 是 系统 (3.1° ) 的 不 稳定 焦点 . 
再 对 系统 (3.1° ) 用 第 一 判别 法 ,由 于 Pa+1 与 Qa+1 的 改变 不 
会 影响 第 0 阶 到 第 24 阶 的 焦 值 ,所 以 (0,0) 仍 是 系统 (3.1' ) 的 稳 
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定 焦 点 .因此 矛盾 . 
总 之 ,第 二 判别 法 指出 : 若 对 切 n, 有 
| Hd0=0, 
则 (0,0) 是 系统 (3.1 ) 的 中 心 ; 若 有 最 小 偶数 2m ,使 
1 fz 
去 | Hnd0=Cn 0, 


如 果 Cs 过 0, 则 (0.0) 是 系统 (3.1') 的 稳定 焦点 ; 如 果 C2 之 0, 则 
(0,0) 是 系统 (3. 1') 的 不 稳定 焦点 . 
例 用 第 二 判别 法 研究 上 面 考虑 过 的 系统 


文 一 一 
(#) 
y=zx—Br—7ry +ay’. 
令 
F=x’+y+Fi+F,+** 
则 
dF BF . +aF; 
dil., =ar7 5y? 
Eu oF, 
-和 各 + 
本 + .| 一 pe 一 yz 
令 上 式 的 三 次 项 为 零 
-YY 2 By 2Br y=0. 
取 极 坐标 ,上 式 化 为 
3 织 一 2pr coszbsin0 一 0. 
消去 一 ,得 
cov 一 2pcos2bgsin0. 
因为 
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| peosesinedo=o， 
故 
FiCcosb,sin0) 一 一 全 bcos'g， 
由 此 求 出 三 次 齐 次 函数 


Fabry) = Br 


令 4 次 项 为 过 

y Se 十 zz pr 277ry’+2ay'=0. 
即 要 

de cospssing) 27YcosOsin’0— 2asin’0. 


2 ar 
| (27cosOsin’0— 2asin'9)d9= 24| sin*Gd0X 0. 
0 0 


改 取 FF, 满足 方程 


Ce 27xcosbsin30 一 2csin40d0 十 C， 


其 中 Ci= 人 | sinbdg, C, 与 = 同 号 


设 @= 妆 十 十 局 十 Fi 就 有 


dg 
| Cr +oc). 


所 以 再 一 次 判别 出 (0,0) 是 此 系统 的 焦点 ,ae<<0 时 稳定 ic>0 


时 不 稳定 . 


我 们 要 指出 以 上 两 个 判别 法 有 密切 的 联系 . 那 就 是 :判断 某 个 
系统 的 中 心 型 平衡 点 的 稳定 性 时 , 若 采 用 后 继 函 数 判别 法 得 到 一 
个 最 小 的 奇数 ,使 8. 不 为 零 , 那 么 用 形式 级 数 判别 法 时 ,n 十 1 必 
定 是 最 小 的 偶数 ,使 C,, ,不 为 零 . 这 个 结果 可 以 由 上 面 的 两 个 例 
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中 看 到 . 下 面 对 一 般 情 况 给 以 证 明 . 
六 = 一 v 十 Ps(u,v) 二 Ps(usv) 二, 
| V =u+Q (uv) +Q (uv) 二 +…, 
其 中 Pi,Q; 是 uw 与 v 的 i 次 齐 次 式 . 
为 使 两 个 判别 法 应 用 于 同一 个 系统 ,在 后 继 函 数 法 考虑 的 系 
统 (3. 1) 中 令 6 一 1, 又 
U(u,v)=P,(u,v0) +P (u,v) , 
| 
在 后 继 函 数 判别 法 中 ,由 (3. 2) 与 (3. 3) 两 式 得 恒等式 
UVcosb 十 Vsing 


Rsr*+Ryr 十 … 二 一 一 ， 
1 十 到 (Vcosb 一 Usinb) 


其 中 
U=U(rcosO,rsing), 了 一 V(rcosbg,rsinbg). 


比较 ~ 的 同 次 项 可 知 : R. 只 与 P,,Q,,…,P:,Q: 有 关 , 这 里 
P;=P'i(cos0,sing), Qi=Qi(cosbg,sing)， 
下 面 也 总 是 这 样 . 并 且 R, 与 P.,Q, 的 关系 如 下 : 
R,=P,cos0+Q,sin0+ R.(P,-1,Q.1 ,P,Q,). 
另外 ,前 述 g, 只 与 R,,R,-，,…，,R 有 关 . 又 g, 与 R, 的 关系 
如 下 : 


g.= 去 | Rae+ ERs Ra). 
所 以 
及 = 去 | (Pecos0+Q.sing)d9+…， 
上 式 加 号 后 面 各 项 只 与 P._1,Q,-，，… ,P,Q 有 关 . 
类 似 地 ,检查 形式 级 数 判别 法 可 知 


Hn=2(P,cos0+Q,sing) + Hi (Pi1,Q,. 1 , Pz,Q2) 
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关 i 
Cn 二 由 | Hd9= | 2CP.cosg 十 Qusinb)dg 十 …， 
8 


上 式 加 号 后 面 各 项 只 与 P,1,Q, 1,… ,P,Q; 有 关 . 

若是 使 gs 0 的 最 小 奇数 , 则 ”十 1 必 是 使 C,+tsx 0 的 最 小 
偶数 . 因为 ,否则 使 C. 闪 0 的 最 小 m 或 比 n 十 1 大 ,或 比 a 十 1 小 . 
若 m 比 n 二 1 大 , 则 

C: 一 … 一 C, 一 0. 

我 们 考虑 一 个 新 的 系统 , 它 与 原 系统 之 不 同 处 仅 在 于 ,第 一 个 方程 
右 端 u,v 的 nn 次 齐 次 式 已 , 与 原 方程 的 P, 不 同 . 适当 地 构造 P， 
(例如 ,P, 二 P, 十 acos"0, | a| 充 分 小 ,适当 地 选取 a 的 符号 ), 就 可 
以 使 关于 新 系统 求 得 的 g, 与 g。 有 同样 的 符号 ,而 C.+, 与 g, 有 相 
异 的 符号 . 这 样 一 来 ,新 系统 的 平衡 点 既 稳 定 又 不 稳定 ,这 是 不 可 
能 的 . 同样 可 证 ,m 比 十 1 小 也 不 可 能 . 所 以 十 1 是 使 C+ 六 0 
的 最 小 偶数 . 证 完 . 


3. 直接 求 周期 解 判 别 法 


引 理 3.3 方程 
工 一 一 y 十 ft)， 
| y=7x+g(2). 
其 中 j 了 与 8 都 是 周期 为 2x 的 函数 , 则 
(1) 方程 有 周期 解 的 充分 必要 条 件 是 (4) 与 g(2) 满 足 正 交 条 
件 : 


六 [raceos+ecosinmd: 三 rM 一 0， 
[Efesin +g(t)cost]Jdt =xN=0. 


(2) 方程 的 通 解 为 
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X(t)=acost— psint+ Sicost Disint+ z(t), 


y(t) =asint+ Peost+ Mitsint Ficostt (0) ， 


其 中 a 与 是 任意 常数 ,z(1) 与 y(2) 是 周期 为 2x 的 函数 . 


证 明 (1) 此 方程 相应 的 齐 次 方程 为 


(3)- 


其 中 
本 
“= 路 
所 以 它 的 通 解 为 
(= “的 - cost —sint) [A 
y(2) EE k, -| cost 网 
kl 
其 中 | | 是 人 
因原 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


GO | 
(oj-。 | bd 


而 其 中 e*,f(z) 与 g(2) 都 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,所 以 


(S00)= 人 AG) rT 
yltt+2mn)) (yl) ECGD)) 
于 是 | <) | 以 zx 为 局 期 的 讽 要 条 件 是 
太 a Et 
(2) 

即 

Get sint) {|f(2) 6 

ol—sint costl\g() 
这 就 是 所 要 求 的 . 
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上 述 条 件 被 称 为 正 交 条 件 , 是 指 
| | 
g(t) 
与 齐 次 方程 的 基本 解 


cost | 一 sint | 


sint Cost 
正 交 . 
(2) 把 函数 f(2) 与 g (1) 的 傅 氏 级 数 中 含 cost,sint 的 项 分 出 


来 , 非 齐 次 项 就 分 成 两 个 部 分 


f0) aicost 十 azsint f 0) 
os [ | #0) 
ft) 
设 非 齐 次 项 为 EE ,时 的 特 角 是 
T(t) 
x 


和 三 角 了 数 的 正 交 作 ,| | 汪 此 引 理 的 (1) 中 的 正 交 条 人 ,所 


以 ， 
z(t) 
y(t) 
是 以 2x 为 周期 的 函数 . 
不 难 算出 , 非 齐 次 项 是 
aicost 十 azsint 
Dicost 十 bz2sint | 
时 有 一 个 特 解 为 
Ei eost+ iin 
sint + 4 Feost + 3 costt tsine 
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再 注意 
ai 一 二 rooeosu: 


= 二 三 reosintdt， 
1 fx 

6= 二 | g(t)costdt, 
Jo 


1 人 ; 
b= g(t)sintdt. 


所 以 
ai 十 0 一 M， bi~a:=N. 
把 两 组 特 解 都 加 在 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 的 后 面 ,我 们 就 得 
到 (2) 所 要 的 结果 . 
引 理 证 完 . 
我 们 现在 来 考虑 系统 (3. 1) 
到 一 一 加 十 U (u,v), 
=butV (u,v) 
的 平衡 点 (0,0). 设 系统 (3. 1) 满 足 初 条 件 (0) = 二 c,v(0)=0 的 解 
是 


u=u(t), v=v(t). 
这 个 解 从 vx 轴 上 出 发 , 转 一 圈 后 再 回 到 轴 上 的 时 间 T=T(c) 有 
以 下 形式 (在 第 一 判别 法 的 后 面 曾 计算 过 ) ， 
了 下 
b 
其 中 ,hs,… 是 常数 . 
引进 新 的 变量 r 代 换 变量 1, 令 
t/T 一 r/2r， 


(十 hic 十 hzc? 十 …)， 


即 
4 一 下 (1 十 Ac 十 Rac: 十 …)， 


变换 后 ,方程 (3.1) 成 为 含 参量 c 的 方程 
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至-| ot BU) thethse te), 
(3.10 
dr 
U 与 V 中 的 u,v 至少 是 二 次 项 . 因为 r=0 时 ==0, 所 以 初 条 件 仍 
为 


于 (+r) (1 十 haic 十 hazcz 十 …)， 


u(0)=c, v(0)=0. (3.6) 
从 (c,0) 出 发 的 解 , 再 一 次 与 正 w 轴 相 交 时 所 需 时 间 r, 它 对 不 同 的 
c 总 是 2r. 
< 既是 参量 又 是 初 值 ,由 方程 (3. 1") 右 端 函数 的 解析 性 , 解 对 
< 是 解析 的 . 所 以 对 充分 小 的 <, 可 以 把 解 表 为 


Di 
(3.7) 
v=cv1《(T) 十 cv2《(T) 十 …。 
由 uv 的 初 条 件 (3. 6) ,又 得 到 ui,v; 的 初 条 件 
0)=1， 
人 2 (3.8) 
ti(0) 一 xs(0) 一 … 一 (0) 一 … 一 0、 


如 果 (0,0) 是 中 心 , 则 x(r) 与 v(r) 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 由 < 
的 任意 性 ,ui(r) 与 w(r) 也 是 以 2x 为 周期 的 函数 . 并且 同时 还 可 定 
出 方程 中 的 常数 hi 

如 果 无 论 选 怎样 的 常数 hh, 总 不 能 使 wr) 与 w(r) 为 周期 函 
数 , 则 (0,0) 是 焦点 . 

把 解 (3. 7) 代 入 方程 (3. 1") 中 ,并 比较 e 的 同 次 矫 的 系数 . 首 
先 ,我 们 比较 c 的 系数 ,得 到 


又 由 式 (3. 8) 知 初 条 件 为 : uw.1《0) 二 1,v1(0) 二 0, 所 以 
ui=COst, Vi=sinrt. 
再 比较 c: 项 ,得 到 非 齐 次 线性 方程 
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dr 


d 
下 二 Us 十 hicost 十 于 Qi(eosr'sinr) 和 


其 中 P; 与 Q, 是 U,V 中 二 次 项 的 全 体 . 根据 引 理 3. 3 的 结论 (1) 
中 的 正 交 条 件 , 确 定 出 一 个 适当 的 hh, 使 方程 (3. 9) 有 周期 解 wz， 


v2. 


du, 
2 一 ws 一 hhsinr 十 志 PaCcosr,sinr) 
(3.9) 


比较 项 ,得 


dr 


d 
隧 =w 十 和 -icosr 十 Qu， 


其 中 Pi,Q 是 costysintyuzyv2，"… ,U4-1,v4-1 的 多 项 式 ,系数 依赖 
于 hh hz 
由 引 理 3. 3 可 知 , 解 函数 u,v 是 周期 函数 的 充 要 条 件 为 


eeosr+osinndr= 0， 
0 


dw 一 惟一 如 -isinr 十 已 
(3.10) 


(3.11) 
2xhi-, 十 | (一 Pisinr 十 Qicosr)dr 一 0. 
0 


只 要 第 一 个 条 件 成 立 ,总 可 以 取 适 当 的 hh-1, 使 后 一 个 条 件 也 成 
立 . 从 而 方程 (3. 10) 有 周期 解 w 和 vi. 如 果 依 次 到 某 个 上 时 ,第 一 
个 条 件 不 成 立 , 则 解 u,v 不 可 能 是 周期 函数 . 方程 (3. 1) 的 原点 
是 焦点 . 

为 了 判断 焦点 是 否 稳定 ,我 们 利用 第 一 判别 法 中 式 (3. 5) 所 定 
义 的 第 一 个 非 零 的 gw 

注意 到 : 9 从 0 到 2x 转 一 圈 所 需 的 时 间 * 也 是 2r, 所 以 有 

r(0,c)=u(0), r(2ryc) 一 z&(2r). 
又 wi，… ,us-1 都 是 以 2r 为 周期 的 函数 ,因此 
r(2ryc) 一 r(0,c) 一 zx(2r) 一 zx(C0) 
一 [xs 人 2) 一 mr(0)]c 十 …. 
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由 引 理 3. 3 的 结论 (2) 知 
zt(r) 一 acosr 一 Psinr 十 [去 /CPicosrt Qsinn dr |eeosr 
1 


x 


其 中 到 (7) 以 2x 为 周期 ,所 以 
ax 
r(2r,c) 一 r(0,c) 一 [| (Picosr+ Qisint)dr | 十 … 
o 
与 式 (3. 5) 比 较 , 有 
et 
= 去 | (Picosr 十 Qisinr)dr. 


2 
[mw -+[ (一 Psinr+Qucosrydr |rsinr+ i, (7) ’ 
0 


现在 令 
2 
z=| (Picosr 十 Qisinr)dr. 
0 


总 结 以 上 讨论 得 : 若 1,==…=1,-1=0, 而 0, 则 (0,0) 是 系统 
(3.1”) 的 焦点 .1 过 0, 焦 点 稳定 ;二 0, 焦 点 不 稳定 . 若 对 一 切 ,I 
二 0, 则 (0,0) 是 系统 (3.1”) 的 中 心 (否则 ,若是 焦点 ,由 第 一 判别 法 
知 , 有 某 个 g 志 0, 这 与 1,=0 蔬 盾 ). 
这 个 判别 法 的 一 个 明显 的 特点 是 : 当 (0,0) 是 系统 (3. 1") 的 
中 心 时 ,可 以 用 上 面 的 方法 求 周期 解 的 周期 近似 解 . 
我 们 在 计算 例题 之 前 还 需要 指出 :永远 有 如 二 0. 这 可 以 从 方 
程 (3. 11) 中 的 第 二 式 与 方程 (3. 9) 看 出 . 
例 再 来 讨论 方程 组 
dz 
es 
型 =z 一 pr 一 zz 二 ay 
解 因 2=1, 又 总 有 六 一 0. 所 以 作 变换 
t 一 r(1 十 hazc2z 十 …)， 
方程 组 化 为 
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de 


dr 
型 = cz 一 pe 一 yz 十 am)G 二 ac 十 
设 满 足 初 条 件 : zx(0)=c,y(0)=0 的 解 为 
| 
y(tT)=y (nc yt, 
其 中 各 x《r),y《r) 满 足 初 条 件 
I1(0)=1, (0) 一 zz(0) 一 y(0) 一 … 一 0. 


把 解 代入 方程 ,比较 c 的 系数 , 知 zx 与 y, 的 方程 组 


有 初 条 件 : zi(0)=1,yi(C0)=0, 所 以 解 为 

zl 一 cOsr， N=sinr. 
把 这 个 结果 代入 方程 组 的 解 ,比较 c: 的 系数 ,得 到 zx; 与 y% 的 方程 
组 


扶 =z,—peos'r=z, 一 (+eos2r). 
显然 ,这 里 的 非 齐 次 项 满足 正 交 条 件 , 所 以 解 z; 与 y 是 周期 为 2r 
的 函数 . 
同样 的 方法 ,比较 c 的 系数 得 
Ea 一 一 光一 Azsinr， 


d ; 
一 十 hzcosr 一 28zrscosr 一 ycosrsinzr 十 asinsr， 


其 中 
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Xz= eosr+h Ss —fcos2r. 


和 
对 Pi=0, Q; 2Brzcost 一 Ycosrsin:r 十 asin;tr, 有 


=| (pcosrt Qsinr)dr=a| sintrdr. 
所 以 , 当 a<<0 时 (0,0) 是 稳定 焦点 ,之 0 时 是 不 稳定 焦点 . 


34 非 线性 系统 的 高 阶 平衡 点 
在 前 面 两 节 里 ,我 们 通过 系统 (2. 1) 在 平衡 点 (x。o,y。) 处 的 线 

性 近似 方程 

| 

=Q':(zu,yo)(zr 一 zo) 十 QiCzoyyo)(y 一 yo) 

的 各 种 情况 讨论 了 平衡 点 (zo,yo) 的 性 质 ,但 是 没有 讨论 行列 式 
PCzo,yo) 已 (roy3yo) 
Q'Czoyo) QiCzoyyo) 


为 零 的 情形 . 
定义 若 (zo,yo) 是 系统 (2. 1) 的 平衡 点 ,又 使 上 面 的 行列 式 
为 零 ,就 称 (zo,yo) 为 系统 (2. 1) 的 高 阶 平衡 点 ,也 称 高 阶 奇 点 . 
高 阶 平衡 点 附近 轨 线 行为 比较 复杂 ,需要 更 细致 的 讨论 . 以 下 
讨论 中 所 用 的 方法 也 适用 于 一 阶 平衡 点 . 
为 方便 起 见 , 设 系统 (2. 1) 的 平衡 点 为 (0,0). 于 是 一 定 可 以 将 
方程 (2. 1) 改 写 为 
工 一 Po(z,y) 十 PCzyy)， 
一 Q。(Cz,y) 十 %Czy)， 
其 中 Po,Q.。 是 z 与 ?的 mm 次 齐 次 式 ( 可 以 有 一 个 恒 为 零 ) ,PCz， 
3),%(z,y) 中 的 zx 与 y 的 宪 最 低 为 普 十 1 次 , 即 9 与 少 都 是 o(). 
取 极 坐标 : z= 二 rcos06,y==rsin9, 方 程 (4. 1) 化 为 
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(4.1) 


=r"R(O) to(r") =r" RO) 十 oC1))， 
dr" IC) 十 o(r"-0 一 r"-1(U(9) 十 o(1))， 
其 中 R(90),U (0) 是 cos9 与 sing 的 m 十 1 次 齐 次 式 . 现在 我 们 对 
U(9) 在 区 间 [0,2x] 上 的 三 种 情形 : U(9) 恒 正 或 恒 负 、U(9) 变 号 
及 UC0) 恒 为 零 ,讨论 方程 (4. 2), 即 方程 (2. 1) 的 平衡 点 (0,0) 的 情 
况 . 

1) [7(9) 在 [0,2r] 上 恒 正 或 恒 负 

设 U(b)>0, 当 ge [0o,2x]. 于 是 U(8) 在 [0,2xz] 上 有 正 的 下 
界 . 取 r 充分 小 ,在 圆 域 B,,={(r,0) |r 过 ro} 上 ,方程 (4. 2) 的 第 二 
式 右 端的 括号 也 有 正 下 界 . 所 以 上 增加 时 9 增加 , 即 轨 线 在 原点 附 
近 沿 道 时 针 方向 旋转 . (如 果 U(0)<0, 则 在 原点 附近 ,: 减少 时 0 
增加 , 即 轨 线 沿 顺 时 针 方向 旋转 . ) 

再 来 看 7 与 9 的 关系 .为 此 把 方程 (4. 2) 的 两 式 相 除 得 
工 dr_R(O) 十 oC1) (4.3) 
rd6 U(O)+o(l) 


将 式 (4. 3) 沿 着 轨 线 r=r(0), 由 09=a 到 0=a 十 8(0<B<27) 积 
分 ,得 到 


(4. 2) 


InrGat pInr) = KO) do. (4.4) 
因 右 端 被 积 函数 在 B,, 上 有 界 , 从 而 左 端 in[rCa 二 8)/r(a)] 当 r<< 
r 时 有 界 , 所 以 比值 r(e 十 8)/r(c) 介 于 两 个 正 数 之 间 . 也 就 是 说 ， 
存在 原点 的 充分 小 邻 域 ,使 得 从 其 中 出 发 的 轨 线 以 逆 时 针 方 向 绕 
原点 旋转 一 周 时 ,保持 在 圆 域 B., 内 . 
设 积分 
RD) 


7 一 多 DW < 


因为 
+ R(O)+o(1) 
U0) +o(1) 
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当 r 一 0 时 趋 于 7. 由 于 式 (4.4), 存 在 原点 的 充分 小 邻 域 ,使 在 其 
中 有 


lnr(a 十 2r) 一 Inr(o<< 世 <0. 


所 以 有 正常 数 g 二 1, 使 
r(a 十 2r)< gr(c)， (4.5) 
即 轨 线 以 逆 时 针 方向 绕 一 周 后 ,再 次 
与 射线 9 二 a 相交 时 交点 更 接近 原点 
( 见 图 2. 12). 
重复 用 式 (4. 5) 可 得 
r(at+2kr)< gq'r(a). 
因此 , 当 A~~ 十 cc 时 ， 
图 2.12 r(c 十 24x) 一 0. 
所 以 由 原点 的 充分 小 邻 域内 出 发 的 轨 线 , 当 :一 十 co 时 螺旋 地 趋 
于 原点 ,平衡 点 是 稳定 焦点 . 


经 过 类 似 的 讨论 ,可 以 总 结 出 : 设 在 [0,2r] 上 U(b)>0, 并 且 


_ pe RO) 
:=[ FP <0. 


则 方程 (2. 1) 的 原点 是 稳定 焦点 ;7>0, 是 不 稳定 焦点 . 如 果 U(9) 
过 0, 则 结果 相反 . 

至 于 1=0, 则 可 能 是 焦点 ,也 可 能 是 中 心 . 如 果 函 数 已 Cz,y) 
与 Q(z,y) 不 是 解析 函数 ,还 可 能 出 现 复杂 的 中 心 -焦点 ,这 里 不 讨 
论 了 . 

2) U(0) 在 [0,2r] 上 变 号 

因为 

U(0)=c0s0* QCcosO,sing)—sin » P, (cos0,sinO). 
而 zxQ(z,y) 一 yPn(z，,y) 是 w 十 1 次 齐 次 式 , 所 以 U(9) 在 [0,7) 
或 [x,2x) 上 都 是 最 多 有 m 十 1 个 零点 .于 是 在 [0,2x) 上 U(90) 最 多 
有 2m 十 2 个 零点 . 
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命题 1 若 系统 (2. 1) 的 


某 条 轨 线 , 当 :一 十 co 或 :一 


一 co 四 问 : 30)， IA 
时 趋向 于 平衡 点 (0,0), 则 oq 9 


此 轨 线 必 沿 着 某 确定 的 方向 0 


而 最 多 只 有 2m 十 2 个 方向 有 
轨 线 趋向 于 (0,0)( 当 t 一 十 co 
或 :一 一 co). 

证 明 作 辅 助 的 r-9 平 面 
( 见 图 2. 13). 

对 任意 的 se 之 0, 由 方程 
(4.2) 的 第 二 式 ,存在 一 个 充分 图 2.13 
小 的 ro>0, 使 得 轨 线 在 区 域 
r 委 ro 内 与 任 一 直线 =% 士 e 相交 时 ,只 有 一 个 方向 , 即 或 朝 上 ,或 
朝 下 . 

由 命题 假设 ,对 这 个 ro 二 0, 存 在 一 个 i 二 0, 使 得 当 t>>to( 或 
t 达 一 to) 时 , 轨 线 在 区 域 r 二 ro 内 . 

沿 着 式 (4. 3) 的 轨 线 在 白色 矩形 中 的 一 段 ,由 9=3 到 9=? 积 
分 ,得 到 


_ [ROO)+o() 
aU(0)+ol1) ” 

其 中 b+e 委 8 过 3 之 94, 一 e. 由 被 积 函 数 在 白色 和 矩形 上 的 有 界 
性 , 轨 线 r==r(0) 在 白色 和 矩形 上 有 正 下 界 : r(9) 之 7 之 0. 再 由 方程 
(4. 2) 的 第 二 式 , 得 

到 db 

i ro 
由 被 积 函数 在 白色 区 域 上 , 且 r 宇 ?>0 时 的 有 界 性 可 知 , 轨 线 在 任 
一 白色 矩形 中 的 停留 时 间 是 有 限 的 . 而 ~ 一 0( 一 十 co 或 上 一 
一 oo) 时 任 一 轨 线 又 只 能 有 限 次 进入 这 种 害 形 ( 见 图 2. 13). 所 以 ， 
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lnr(8) 一 Inr(B) 


当 r 一 0 时 , 任 一 轨 线 总 要 进入 且 保 持 留 在 某 个 有 阴影 的 邱 形 之 
中 . 因 和 拖 形 宽度 2e 可 任意 小 ,所 以 ~ 一 0 时 ,0 一 0. 命题 1 证 完 . 

上 面 的 命题 1 证 明了 : U (0 )=0 是 方程 (2.1) 有 轨 线 沿 着 0 
二 0 的 方向 趋 于 平衡 点 (0,0) 的 必要 条 件 . 现在 的 问题 是 : 在 什么 
条 件 下 它 也 是 充分 条 件 呢 ? 总 的 回答 是 : 设 U(8) 一 0; 而 R(8) 关 0， 
并 且 当 9 由 小 到 大 经 过 5 时 U(0) 变 号 , 则 方程 (2. 1) 至 少 有 一 条 
轨 线 ( 当 t 一 十 co 或 ! 一 一 co) 沿 着 0=5 的 方向 趋 于 平衡 点 (0,0). 

下 面 分 几 个 命题 来 证 明 . 

命题 2 设 U(9)=0; RD 一 0; 当 9 由 小 到 大 经 过 5 时 ， 
U(9) 由 正 变 负 . 则 在 以 平衡 点 (0,0) 为 顶点 ,= 为 分 角 线 的 窄 而 
短 的 扇形 内 ,方程 (2. 1) 的 一 切 轨 线 当 上 一 十 co 时 都 沿 着 5 的 方向 
趋 于 (0,0). 

证 明 根据 命题 的 假设 与 式 (4. 2), 存 在 充分 小 的 之 0 和 m 
>0, 使 得 在 矩形 : 19 一 9| 坏 e, 0 二 r+ 过 ro 的 r>>0 的 边界 上 , 轨 线 
的 方向 是 自 外 向 内 的 ;又 在 矩形 内 的 轨 线 , 当 上 增加 到 充分 大 时 可 
以 到 达 直 线 r=7 上 (无 论 ?是 多 么 小 的 正 数 ), 见 图 2. 14. 于 是 进 
入 矩形 的 轨 线 , 当 : 增加 时 不 能 离开 矩形, 且 向 ~ 一 0 通 近 . 也 就 是 
说 ,命题 2 中 所 指出 的 扇形 内 的 一 切 轨 线 , 当 上 一 十 co 时 都 趋 于 平 
衡 点 (0,0). 再 根据 命题 1, 轨 线 是 沿 6=8 的 方向 趋 于 平衡 点 
(0,0) 的 . 


‘727TH 
PKCYA 


= 


图 2.14 图 2.15 
66 


命题 3 设 U(3)=0; R(J<0; 当 2 由 小 到 大 经 过 5 时 ， 
UV(b) 由 负 变 正则 方程 (2.1) 至 少 有 一 条 轨 线 , 当 上 一 十 co 时 沿 6 
一 5 的 方向 趋 于 平衡 点 (0,0). 

证 明 类似 于 命题 2 ,在 矩形 : 19 一 9|<e, 0<r<n 的 过 0 
的 边界 上 , 轨 线 的 方向 如 图 2. 15 所 示 . 对 于 一 切 从 线段 4B 上 的 点 
出 发 的 轨 线 ,由 于 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,如 果 有 某 一 点 ,由 它 出 
发 的 轨 线 从 上 面 的 边界 (下 边 ) 离 开 和 矩形 , 则 由 该 点 邻近 的 点 出 发 
的 轨 线 也 从 上 边 ( 下 边 ) 离 开 和 矩形 . 考虑 线段 4B 上 的 一 个 点 集 ,其 
中 由 每 个 点 出 发 的 轨 线 都 从 上 边 离开 矩形 , 取 此 集合 的 下 确 界 , 设 
为 点 C, 则 从 C 点 出 发 的 轨 线 不 能 从 上 边 , 也 不 能 从 下 边 离开 甜 
形 , 于 是 根据 上 面 一 样 的 道理 ,这 一 条 轨 线 沿 9=5 的 方向 趋 于 平 
衡 点 . 

命题 4 设 U( 人 )=0,R(GD)<0,U (>0， 则 方程 (2. 1) 只 有 
一 条 轨 线 , 当 上 一 十 co 时 沿 6=8 趋 于 平衡 点 . 

引 理 4. 1(Hadamard 引 理 ) 设 函 数 f(z,y) 定 义 在 平面 区 域 
0 上 ,区 域 9 对 变量 y 是 是 的 ;又 f(x,y) 对 y 有 连续 偏 导数 . 则 
存在 连续 函数 wz,y ,yz) ,使 得 

fxsyya)— fr 9)= yy IHT, YY2).: 
证 明 由 0 的 是 性 ,显然 有 
fr) -f(z19)=| 7 Gxtt ys—y) dt. 

而 

fi zoyttCy—y))=f ry tt(y:—y)) * (y:— 1). 
令 

Hazy = | Go+eos 一 mdt， 

9 就 满足 引 理 的 要 求 . 引 理 证 完 . 

命题 4 的 证 明 由 命题 3, 这 种 轨 线 的 存在 性 已 证 明 , 这 里 只 


要 证 明 唯一 性 . 
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先 把 方程 (2. 1) 的 等 价 方程 (4. 2) 的 两 式 相 除 ,再 利用 方程 
(4.1) 中 的 符号 ,就 得 到 一 元 微分 方程 


»d0_r UD) +t yp 
er rh PNRO Tro yw G(r,0)， (4.6) 


其 中 x 二 rcos0,y==rsinb. 由 假设 知 , 当 与 ro 充分 小 时 ,在 矩形 
0<r<ro,19-91<e 上 ,函数 G(r.0) 对 9 有 连续 偏 微 商 叶 区 外. 


不 难 直接 计算 出 : 当 盖 "0,9-~8 时 有 
9G(r,9) _ UC) 
55 RD 
现 设 结论 不 成 立 . 即 有 两 条 轨 线 9=0.(7) 与 9 二 0.(r) 都 沿 0 一 
8 的 方向 趋 于 (0,0), 即 >0 时 .0,(r) 一 9,0,(r)>B. 把 这 两 条 轨 线 
代入 方程 (4. 6) 后 再 相 减 ,就 得 到 
» dO —0) 
dr 


=0(7,0,) —G(r,0,). 


显然 ,GCr,0) 满 足 引 理 4. 1 的 条 件 ,于 是 有 连续 函数 f(r ,9,,9,) 使 
G(r,0) —G(r,0)= (0,—0,)f(r,0,,0,). 
所 以 


Cm) —0 f(r,0(r) ,0,7)) 
三 A(r)(0.—0.). (4.7) 
注意 ,用 中 值 公式 可 得 : 当 二 0,9, 一 9,96, 一 9 时 


L"(0) 
f(r.01,0:) -> RD 


所 以 , 当 r 一 0 时 ,在 0 委 r 和 过 一 上 的 连续 函数 4(r) 的 极限 为 
U' (8) /RD). 
解 线性 方程 (4.7) 得 
0—0=Cel. 


由 假设 知 ,2 2) 为 负 的 . 所 以 , 当 r->0 时 上 式 右 端 指数 上 的 积分 
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je 


趋 于 十 co. 但 上 式 左 端 保持 有 限 ,于 是 ， 
C=0, br) 三 br)， 
即 只 有 一 条 轨 线 沿 9=6 趋 于 平衡 点 . 命题 证 完 . 

上 面 总 是 假设 R(9) 二 0. 注意 ,在 方程 (4. 2) 中 分 别 改变 i， 
R(9) 和 U(9) 为 一 t, 一 R(9) 和 一 U(90) 时 ,方程 (4. 2) 不 变 . 所 以 , 当 
R(8)>>0 时 ,只 要 在 以 上 各 条 结论 中 变 U(9) 的 符号 为 相反 的 符 
号 , 变 t 王 十 0 为 1 一品 即 可 . 

如 果 方 程 (4. 1) 中 的 P, 与 Q. 有 一 个 恒 为 零 ,就 会 遇 到 有 9， 
使 得 U( 丰 =0, 同 时 有 R(3)=0 的 情况 .这 种 情况 我 们 不 讨论 了 . 
还 需 指出 ,上 面 的 讨论 也 完全 解决 了 在 $ 2 中 留 下 的 关于 平衡 点 
附近 轨 线 情况 的 问题 . 

例 1 设 非 线性 方程 (2. 1) 以 (0,0) 为 平衡 点 ,其 线性 近似 方 
程 的 系数 矩阵 4 ,以 a 士 站 (za 闪 0,p 之 0) 为 其 共 罗 复 特征 值 .于 是 ， 
可 以 经 过 坐标 变换 把 方程 (2. 1) 化 为 

& 一 az 一 加 十 PCuxyu)， 
| =but+av+y(u,v). 
再 取 极 坐标 系 ,方程 又 化 为 
artolr), 
dtodl). 


将 此 方程 与 方程 (4. 2) 比 较 ,得 
U(0)=6b, R(O)=a, 
所 以 U(9) 恒 正 , 即 为 情况 1). 


因为 ve)>0,1= 太 代 钨 d= 织 , 与 a 同 号 . 所 以 由 情况 


1) 的 结论 知 : a<0 时 是 稳定 焦点 ;ae 之 0 时 是 不 稳定 焦点 . 
例 2 如 果 方 程 (2. 1) 的 线性 近似 方程 的 系数 矩阵 4, 以 A 和 
4(4 过 p) 为 其 实 特征 值 , 则 方程 (2. 1) 可 化 为 
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| =hut+ ypu,v), 
[2 =pv+ylu,v). 
取 极 坐标 ,方程 又 化 为 


reos:0+ psin’0) +o(r), 
dp Ncospsing+od1). 
与 方程 (4. 2) 比 较 , 得 
A—A 
FE 

U(9) 在 [0,2r) 上 有 4 个 零点 :9=0,r/2,r 和 3r/2. 又 U(8) 是 情况 
2). 由 命题 1 可 知 , 轨 线 只 能 沿 着 这 4 个 方向 趋 于 (0,0). 下 面 分 
三 种 情形 讨论 平衡 点 (0,0) 的 各 种 状况 . 

如 果 特 征 值 都 是 负数 , 即 4 过 py 过 0, 则 R(9) 二 0,U'(0)= 
U' (7)==p 一 4 二 0. 由 命题 4 可 知 , 沿 9=0 与 9=x 两 个 方向 ,都 恰 
好 有 一 条 轨 线 趋 于 平衡 点 . 而 平衡 点 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 ,(0,0) 附 
近 的 轨 线 都 应 趋 于 (0,0). 现在 当 09 经 过 9==x/2,6=3x/2 时 ,U(0) 
的 符号 由 正 变 负 , 所 以 其 他 轨 线 都 是 沿 着 9=x/2,9=3x/2 两 个 方 
向 趋 于 平衡 点 . 因此 ,特征 值 都 为 负 的 时 ,(0,0) 是 稳定 结 点 . 

如 果 特 征 值 为 一 正 一 负 , 即 0<p. 则 R(O) 一 R(r) 一 人 <<0. 
又 U'(0)=U'(x) 之 0, 所 以 沿 6=0 与 9=x 的 方向 各 只 有 一 条 轨 
线 趋 于 平衡 点 ;而 R(x/2)=R(3x/2)=py>>0, 又 U'(r/2)= 
UV7(3x/2)<0, 所 以 沿 0=x/2,0=3r/2 的 方向 各 只 有 一 条 轨 线 当 上 
一 一 co 时 趋 于 平衡 点 . 因此 ,特征 值 为 一 正 一 负 时 ,(0,0) 是 鞍点 . 

特征 值 全 为 正 的 时 ,可 类 似 地 讨论 ,得 (0,0) 是 不 稳定 结 点 . 

3) U(0) 在 [0,2x] 上 恒 为 替 

设 R(9) 寺 0(R(9) 最 多 有 2m 十 2 个 零点 ), 则 沿 着 每 一 个 使 
R(D) 闪 0 的 方向 6 一 9, 至 少 有 一 条 轨 线 趋 于 平衡 点 . 

把 方程 (4. 1) 中 的 g(r,y) 与 g(z,y) 表 示 为 m 十 1 次 齐 次 式 
goriCryy),ri(Cryy) 与 xy 的 更 高 次 宕 的 级 数 之 和 ,于 是 方程 
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V7(O) 一 sin20, R(9) 一 cos2g 十 psin20. 


(4. 6) 化 为 


db cosg。Wnii(cosbg,sing) 一 sing。poii(cosg,sing) 十 o(1) 
dr R(0)+o(1) 


显然 , 当 e>>0,ro>0, 且 充分 小 时 ,上 述 方程 右 端 的 函数 在 整个 矩 
形 19 一 9|<e,0<r<r。 上 连续 .根据 微分 方程 解 的 存在 性 定理 可 
知 ,上 述 方程 存在 满足 初 条 件 : r=0,9=8 的 解 ,这 就 是 所 要 证 明 
的 . 


yx y y= y 


ye—x! 


图 2.16 
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如 果 还 满足 唯一 性 定理 的 条 件 , 则 这 种 轨 线 还 是 唯一 的 . 
至 于 使 R(9) 二 0 的 方向 9=8 的 情况 ,可 以 看 下 面 的 例子 . 
例 3 考虑 下 面 三 个 系统 
dz dz dz 
df dy Er 37， 
区 攻 nl 让 ec 
它们 都 以 (0,0) 为 高 阶 平衡 点 ,由 于 其 方程 右 端 的 二 次 项 都 一 样 ， 
所 以 化 为 极 坐标 后 与 方程 (4. 2) 比 较 ,都 有 U (0) 二 0, R(0)==sin0， 
于 是 除 =0 与 6 一 x 之 外 , 任 一 个 方向 都 有 一 条 轨 线 趋 于 (0,0). 
至 于 沿 着 这 两 个 方向 ,由 于 这 三 个 方程 都 可 以 用 初等 方法 求解 (第 
三 个 方程 可 作 变 换 >= zzx) ,通过 作 图 ,我 们 可 看 到 它们 的 轨 线 
为 : 第 一 个 系统 有 两 条 轨 线 ,第 二 个 系统 没有 轨 线 ,第 三 个 系统 有 
无 穷 多 条 轨 线 沿 9=0 及 96=* 趋 于 (0,0), 见 图 2. 16. 
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第 三 章 二 维系 统 的 极限 环 


对 于 常 系数 线性 系统 
=anzr+ay, Qn a 
必 一 42 十 azzy Qa 922 so| 


只 要 知道 它 的 唯一 平衡 点 (0,0) 的 性 质 , 就 清楚 了 全 平面 上 解 的 结 
构 . 
对 于 一 般 的 二 维 非 线 性 系统 
=P(zr,y), 
y=Q(r,y), 
从 它 的 一 个 平衡 点 的 性 质 只 能 知道 该 平衡 点 附近 解 的 情况 . 为 了 
了 解 全 平面 上 解 的 结构 ,还 要 研究 极限 环 . 


8$1 极限 环 .极限 环 稳定 性 的 定义 


我 们 先 看 一 个 例子 . 
例 考虑 非 线性 系统 
|; 一 一 ?十 z[1 一 (z: 十 只)]， 
y=z+y[1— (z+y)]. 
它 以 (0,0) 为 平衡 点 . 因为 它 在 (0,0) 处 的 线性 近似 方程 


证 J-[; 
以 (0,0) 为 不 稳定 焦点 ,而 不 稳定 焦点 是 粗 情况 ,所 以 (0,0) 也 是 这 


个 非 线 性 系统 的 不 稳定 焦点 . 
不 难看 出 ,zx* 十 y 二 1, 即 


(1.1) 
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Z 一 cos(t 一 ti) 
| 

是 系统 (1. 1) 的 一 个 周期 解 . 轨 线 是 单位 圆 . 
为 了 求 出 其 他 的 解 , 采 用 极 坐标 . 令 


r=I+y:, 0 一 arctan 


系统 (1. 1) 化 为 : 
db 
Epi 
不 难 解 得 
二 一 一 一 一 一 ， 0=t 一 to. 
即 该 系统 有 解 
六 二 cos(t—t) 
V1+Ce i > 
_ sin(t—t) 
” /IT 


显然 , 若 常 数 C0, 解 在 单位 圆 内 ， 
当 z 上 一 十 co 时 绕 向 单位 圆 . 若 
0>C> 一 1, 解 在 单位 圆 外 , 当 t 一 十 
co 时 绕 向 单位 图 
村 1 系统 (1. 1) 的 相 图 如 图 3. 1. 

这 里 出 现 了 常 系数 线性 系统 中 不 可 能 出 现 的 情况 :系统 (1. 1) 
有 一 个 孤立 的 闭 轨 线 单位 圆 ,其 他 轨 线 或 从 圆 内 或 从 圆 外 绕 向 单 
位 圆 . 

定义 “孤立 的 闭 轨 叫 极限 环 . 

在 下 一 章 中 ,我 们 将 看 到 掌握 一 个 平面 系统 的 平衡 点 与 极限 
环 的 位 置 和 性 质 , 对 于 了 解 该 系统 轨 线 的 极限 状态 ( 即 :十 co 与 
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1 一 一 co 时 轨 线 的 状态 ) 的 重要 性 . 

定义 ”如 果 存 在 包含 极限 环 厂 的 环形 域 U, 使 得 从 U 内 出 发 
的 轨 线 当 上 一 十 co 时 都 渐 近 地 接近 极限 环卫, 则 称 极限 环卫 为 稳 
定 的 ;否则 , 称 了 为 不 稳定 的 . 

如 果 对 极限 环卫 ,在 从 它 的 环 域 乙 内 某 一 侧 (内 侧 或 外 侧 ) 出 
发 的 轨 线 , 当 上 一 十 co 时 都 渐 近 地 接近 古 ; 而 从 另 一 侧 出 发 的 轨 线 
都 离开 它 ( 当 :一 一 cc 时 接近 它 ), 则 称 了 为 半 稳 定 的 极限 环 , 也 称 
双重 极限 环 ( 见 图 3. 2). 显然 , 半 稳 定 的 极限 环 是 不 稳定 的 极限 环 
中 的 一 种 . 


图 3.2 


上 面 这 种 稳定 性 称 做 轨道 稳定 性 . 
前 面 例子 中 的 单位 圆 厂 是 一 个 极限 环 , 且 是 一 个 稳定 的 极限 
环 . 


§2 后 继 函 数 与 极限 环 


1. 后 继 函数 的 定义 


经 过 系统 
EL (2.1) 
y=Q(r,y) 
的 非 平衡 点 M 作 一 个 在 每 一 点 都 与 该 系统 的 轨 线 不 相 切 的 直线 
段 , 即 在 每 一 点 都 与 方向 (P,Q) 不 同 的 直线 段 . 我们 称 这 种 线段 为 
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无 切线 段 , 记 作 工 . 由 于 点 M 是 非 平衡 点 ,又 P(z,y) 与 QCz,y) 连 
续 , 所 以 这 种 无 切线 段 是 作 得 出 的 . 

若 :一 0 时 从 点 M 出 发 的 轨 线 再 一 
次 与 也 相交 于 点 开 , 只 要 邮 不 是 工 的 端 
点 ,那么 ,由 解 的 连续 性 ,在 点 M 附近 存 

在 世上 的 一 个 小 段 ,使 凡 :一 0 时 从 这 个 
小 段 上 的 点 出 发 的 轨 线 都 与 乙 相交 . 于 
是 得 到 一 个 定义 在 工 上 点 M 附近 的 点 
到 点 的 对 应 关系 ,或 者 说 有 了 一 个 点 变 
换 . 见 图 3. 3. 
只 要 在 世上 取 定 一 个 方向 ,就 可 以 
给 工 上 的 点 定义 坐标 . 例如 取 由 点 M 
沿 工 到 该 点 的 有 向 距离 ;为 坐标 . 点 有 了 坐标 ,由 点 变换 就 得 到 一 
个 函数 关系 : 


已 


图 3.3 


s= f(s). 
我 们 称 f(s) 为 后 继 函 数 . 有 时 也 称 d(s) 三 f(s) 一 s 为 后 继 函 数 . 
上 一 章 中 称 r(2x,c) 一 r(0,c) 为 后 继 函 数 是 采用 后 一 种 称 法 . 
那里 的 无 切线 段 是 正 x 轴 . 


2. 后继 函 数 的 性 质 与 极限 环 存在 .稳定 的 关系 


(1) 如 果 so 是 后 继 函数 f(s) 的 不 动 点 : fs)=s%, 即 so 是 后 
继 函 数 d(s) 的 零点 ; d(so) 二 0, 则 过 以 so 为 坐标 的 点 Mo 的 轨 线 
T 是 一 个 闭 轨 . 见 图 3. 3. 

(2) 如 果 d (so) = 二 0Cf so) 二 so), 又 如 果 d'(so) 志 0C 扩 (so) 二 
1), 则 P。 是 孤立 闭 轨 , 即 T。 是 一 个 极限 环 . (4(s) ,f(s) 的 连续 可 
微 性 见 第 四 章 8 5 的 命题 1. ) 

(3) 如 果 dso)==0, 若 d'(so) 过 04 Go)<1), 则 有 是 稳定 极 
限 环 ; 若 d'(so) 之 0 了 (so) 之 1), 则 T 是 不 稳定 极限 环 . 

证 明 若 d'(so) 过 0, 则 当 s 在 so 附近 时 ,d'(s)<0. 而 

76 


d(s)=d(s)—d(so)=d’'(§)(s—s0), 

其 中 & 在 :与 5 之 间 . 于 是 4d'(6) 二 0, 所 以 d(s) 与 ;一 so 反 号 : 
s>o 时， d(s)<0,f(s)<s,Bps<s; 
s<s 时 ， d(s)>0,f(s)>s,Bhs>s. 


这 表明 ,从 M。 附近 的 点 M 出 发 的 轨 线 再 次 与 世相 交 的 交点 于 在 
M 与 Mo。 之 间 , 所 以 ,T。 是 稳定 的 极限 环 . 

关于 不 稳定 的 结论 可 以 类 似 地 证 明 . 

(4) 车 d(s0)=d'(s0)=…==d*-?(s0) 二 0,d*(so) 六 0, 则 TT 
是 极限 环 . 称 这 种 极限 环 ,为 重 极限 环 . 系统 (3. 3) 中 的 极限 环 
是 一 重 极限 环 , 也 称 简单 极限 环 . 

设 T 是 重 极限 环 .若是 奇数 ,d*(so) 一 0, 则 T, 是 稳定 
的 ;d*(so) 之 0, 则 ,是 不 稳定 的 . 

若是 偶数 , 则 Fe 一 定 是 半 稳 定 的 极限 环 . 这 个 结论 是 正确 
的 ,因为 有 


d() =d()—d(s) = 直 d" Oss), 
其 中 在 s,so 之 间 . 而 是 偶数 ,所 以 对 so 附近 的 *,d(s) 不 变 号 . 


§ 3 极限 环 的 指数 . 稳定 性 的 判别 法 


设 系统 (2. 1) 
之 一 PCz,y)， 
=Q(z,y) 
的 极限 环 T 的 方程 是 
I=90(t), y 一 加 (t)， 

其 中 poCt),W(t) 都 是 周期 为 了 的 函数 . 

在 T 附近 定义 新 的 曲线 坐标 ;,n 如 下 :在 环 T。 上 取 点 B= 
(gol《s) ,加 ()), 沿 巨 处 的 法 向 量 (一 几 (s),9o(s)) 移 动 有 向 距离 
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nV (9 十 (如 ,就 得 到 坐标 为 (s,n) 的 点 .显然 该 坐标 sn 与 + 
y 的 关系 是 : 
人 
(3.1) 
y 一 名 (5) 十 ngo(s) 三 WCG) 
坐标 曲线 ;= 常数 是 过 点 (go(s) ,yo(s)) 的 法 线 , 显 然 ,s 二 0 与 
s 二 T 是 同一 条 法 线 . 坐标 曲线 n= 常数 是 闭 曲 线 ,n= 二 0 是 环 TT,n 
>0 与 na<0 分 别 在 有 ,两 侧 , 见 图 3. 4. 
坐标 变换 行列 式 为 
有 多 
PAA 
9 一 no 一 如 
由 十 gg p 
=(90)’+ (ph):+n pop 一 Pog) 
因为 极限 环 T。 上 没有 平衡 点 ,于 是 当 sE[0,TJ 时 ， 
8 十 多 :一 已 十 Q:>a (>0). 
所 以 ,存在 充分 小 的 nm, 使 得 当 |z|<z 时 ,坐标 变换 行列 式 D> 
0. 这 样 在 闭 曲线 = 一 m 与 4 二 no 间 的 环形 域 上 建立 了 两 种 坐标 
之 间 的 一 一 对 应 . 
现在 我 们 将 方程 (2. 1) 化 为 变量 ;,n 的 方程 . 按 锁链 法 则 有 : 


d | 工 大 d 5 
Eh 了 = 


上 -or 全- 让 的， 
其 中 P,Q 中 的 z,y 分别 用 ws,z),y%(Gsa) 代 入 . 消去 上 述 方程 的 


两 个 分 量 中 的 ,得 到 一 个 * 与 ”的 微分 方程 
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0 
T _aecry) 
人 aGz) 


图 3.4 


所 以 


dn_ —PY, 十 Qy， 
ds Py,—Qp, 
显然 ,R(s,0)= 二 0, 所 以 ;==0 时 n=0 的 解 是 n 三 0, 也 就 是 极限 环 
To. 
记 s=0 时 n=c(ic | 充分 小 ) 的 解 为 
n=B(s,c). 
取 直 线 ;=0 上 |n| 充 分 小 的 一 段 为 无 切线 段 工 ,于 是 后 继 函 数 为 
f(c)=B(T,). 
因为 ;=0 时 n=0 的 解 是 x 二 0, 所 以 c=0 是 后 继 函 数 f(c) 的 
不 动 点 : (0)=0. 这 个 不 动 点 c=0 对 应 着 极限 环 TT 
下 面 我 们 判断 T 的 稳定 性 . 根据 8$ 2, 只 需 计 算 (0), 即 
WT,0). 
将 方程 (3. 2) 右 端 写 为 n 的 级 数 . 因 RCs,0) 志 0, 所 以 


外 =A1(5)n+Asls nr 十 … 


再 将 解 8(s,c) 写 为 < 的 级 数 . 因为 @$(s,0) 三 0, 所 以 
Bsyc)=a(s)cta(s)e +. 
由 于 @B(0,c)=c, 所 以 a1(0)==1,a:(0)= 二 … 二 0( 注 意 , 这 里 的 
a1(T) 就 是 我 们 要 求 的 (0)). 
将 解 代 入 方程 ,比较 c 的 同 次 者 的 系数 ,得 到 一 串 微 分 方程 ; 
以 一 4iG)ai， a(0)=1, 
a=Ai(s)as+As(s)a:, az(0) 一 0， 


从 第 一 个 方程 与 初 条 件 得 出 


a(s) =els 


三 R(s,n). (二 


(dr 
» 


于 是 
f' (0) =a(T) = 
最 后 计算 4A1(s). 因为 41(5) 二 R's,n)1,-o, 所 以 
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Q(p,D9 —P pI ] 
P(g,DH—Q(9,D) 9p, 
注意 : 9(5 ,2) 二 os) 一 ng (5) ,Ys sn) 二 Jo(s) 十 ng,(s) 是 式 (3. 1) 
中 所 定义 的 . gC5,0)=go(s); ys,0)==Yo(s). 又 有 gs 二 P(go,go)， 
j= 二 Q(goso). 最 后 还 要 注意 P(gosyo) 如 =99 一 P(gosYo) gs; 
Qu yo)8 一 多 一 Q Cgoyyo) 允 .应 用 这 些 关系 就 不 难 算出 


4c=| 


n=0 


AiC) =Pi gos) +Q, C00) — ElnC Cp) + Ch)’). 
所 以 
f (0) Jor +e, oot 
将 82 的 2.(3) 的 结论 和 上 面 的 结果 联系 起 来 就 有 以 下 定理 . 
定理 3.1 设 P。 是 系统 (2.1) 
一 P(z,y)， 
y=Q(r,y) 

的 极限 环 ;T 的 方程 是 z==9obt) ,y= 二 Jo(t) ,其 中 gobt) ,go(t) 是 以 
7 为 周期 的 函数 . 我 们 称 


去 | PSpwwp +Q, gorge) dt 


为 极限 环 三 的 指数 ,也 称 特征 指数 , 记 作 7。. 

如 果 mm<0, 则 稳定 ;如 果 y%>0, 则 To 不 稳定 . 

定理 3. 1 没有 讨论 %= 0 的 情形 . 事实 上 ,=0 说 明 Te。 不 是 
简单 极限 环 ,是 重 极限 环 . 这 时 可 以 根据 8 2 的 2.(4) 中 的 结论 把 
上 面 的 讨论 继续 下 去 . 

例 考虑 Lienard 方程 

+f(zr)i+g(z)=0 (3.3) 

的 周期 解 的 稳定 性 . 

这 问题 可 化 为 考虑 方程 组 
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=y， 
(3. 4) 
y=—g(7)—f(r)y 


的 闭 轨 的 稳定 性 . 
设 矿 是 系统 (3.4) 的 闭 轨 ,7。 是 本 的 指数 .计算 出 


= 未 [P'+Q9de= 寺 | 一 Acade 
根据 定理 3. 1, 由 7 的 符号 可 以 判断 六 的 稳定 性 . 
为 求 7 的 符号 ,分 以 下 三 步 : 
(1) 定义 一 个 能 量 函 数 
ECz, 人 一半 +G(z)， 其 中 Gn = J eas (3.5) 


我 们 来 证 明 : 在 系统 (3.4) 的 闭 轨 厂 上 ,E 取 极 值 时 ,阻尼 f(z) 为 
零 ,而 速度 一 工 非 零 . 
这 是 因为 ,E 沿 丁 取 极 值 的 必要 条 件 是 
Elr=yy tg(r) t=y—gr)—f ryt+glr)y 
一 一 (zxz) 交 一 0. (3.6) 
设 在 t=t, 时 Elr 达到 极 值 , 必 有 f(z(t6))=0 或 y(to)= (16)=0. 
若 后 一 情况 发 生 , 即 工 (to) 王 0, 则 兰 (to) 关 0( 因 为 ,否则 ,根据 
解 的 唯一 性 ,zr 三 z(t。) 是 方程 (3. 3) 的 解 . 这 与 是 闭 轨 矛盾 ). 既 
然 二 te) 一 0 而 守 (to) 闪 0, 所 以 z(t) 在 上 一 z 时 取 极 值 ,z(t) 在 一 b 
附近 恒 大 于 或 恒 小 于 zx(to). 于 是 ,只 要 7Cz) 的 零点 是 孤立 的 , 则 
f(z(t)) 在 t=to 附近 就 不 变 号 . 由 式 (3. 6), 启 |r 在 t 附近 不 变 号 ， 
即 Elr 在 i 不 取 极 值 .与 假设 矛盾 . 
所 以 必定 是 f(zbto))=0 而 y>(to) 一 工 (to) 闪 0. 
(2) 应 用 式 (3. 5) 将 各 r = 一 f(z)y? 改写 为 
Elr = 2f(z)(G—E). 


由 此 得 到 : 沿 着 卫 有 等 式 
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3 G—h 
E+2/ -Eh 
其 中 心 是 任意 一 个 常数 . 
将 上 面 的 等 式 两 端 沿 着 积分 ,得 到 


| ma=| Gh far. (3.7) 


因为 7 与 左 端的 积分 反 号 ,所 以 7, 与 右 端的 积分 也 反 号 . 
设 Elr 在 t=7T 时 取 最 小 值 . 所 以 ,如 果 令 h=G(z(7)), 就 有 


2 
h=G(z(D) OD) + El. 


于 是 式 (3.7) 右 端 积分 号 下 的 分 母 E 一 h 恒 正 . 
(3) 设 了 与 g 满足 以 下 条 件 : 
(a) a<0<p, 
f(z)<0， 当 a<zr<p; 
f(z)>0， 当 zr<a 或 xz>>B. 
(b) rg(xz)>0, 当 zxX0. 
(© Go)=6(8),6(7) = eds 
由 (1) 知 ,使 Elr 取 最 小 的 有 f(z(7))=0. 由 (a) 知 ,x(7)= 
a 或 p. 按 (2), 令 h=G(lz(7)), 现 在 由 (c) 得 ， 
h=G(a)=G(p). 
根据 以 上 讨论 ,函数 f(z) 与 G(x) 如 图 3. 5 所 示 . 


f(x) 
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显然 G 一 与 了 同 号 ,从 而 式 (3.7) 右 端 积分 为 正 . 于 是 %<< 
0. 根 据 定 理 3. 1, 系统 (3. 4) 满 足 上 述 条 件 (a)、(b) 与 (c) 时 , 若 有 
极限 环 , 必 稳 定 . 

作为 上 面 例子 的 一 个 特殊 情况 ,有 著名 的 Van der Pol 方程 

关 一 pr(1 一 z2) 工 十 z 一 0 (p>0). 

以 后 我 们 还 会 知道 , 若 某 系统 的 平衡 点 唯一 且 一 切 极限 环 都 
是 稳定 的 , 则 极限 环 唯一 . 所 以 ,以 上 方程 车 有 极限 环 , 则 极限 环 是 
唯一 的 . 


$4 平衡 点 的 指数 


前 面 分 别 地 研究 了 平衡 点 与 极限 环 , 这 一 节 要 研究 它们 之 间 
的 关系 . 
考虑 一 个 平面 向 量 场 (P(z,y),QCz,y)). 如 果 点 (zoy,yo) 使 
PCro,yo) 一 Q(Czoyyo) 一 0， 
就 称 点 (zo,y。) 为 向 量 场 的 奇 点 . 
定义 设 N 是 平面 上 不 经 过 向 量 
场 (P,Q) 的 奇 点 的 简单 闭 曲线 . 令 点 M 
沿 N 逆 时 针 方 向 运动 一 周 回 到 原 处 ,点 
AM 处 的 向 量 (P,Q) 一 定 转 过 几 个 整 图 ， 
即 向 量 (P,Q) 转 过 角 2xj(j 二 整数 ) 回 到 


原 处 . 称 这 个 整数 j 为 闭 曲线 N 关于 向 N 
量 场 (P,Q) 的 旋转 度 , 见 图 3. 6. a 
旋转 度 j 可 以 用 积分 表示 如 下 


Q(zr,y)_1 PdQ—QdP 


sl: 上 dc 一 ec 
j= 让 和 daretan SE 于 小 “FE: 十 Q ~ 


将 向 量 场 (P,Q) 作 为 一 个 系统 的 右 端 函数 ,得 到 系统 (2. 1) 
全 =P(zr,y), 
y=Q(r,y). 
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这 样 一 来 ,向 量 场 (P,Q) 的 奇 点 正 是 系统 (2. 1) 的 平衡 点 ,也 称奇 
点 . 

定理 4.1 若 闭 曲 线 N 是 系统 (2. 1) 的 闭 轨 线 , 则 N 关于 向 
量 场 (P,Q) 的 旋转 度 为 1. 

定理 4. 1 的 结论 从 图 形 看 非常 显然 . 因为 在 闭 轨 线 上 任 一 点 
的 向 量 (P,Q) 都 与 闭 轨 线 的 切线 同方 向 , 见 图 3. 7. 


(2) (1) 


(1) 
ZN 
(2) (4) 


四 这 


图 3.7 


定理 的 严格 证 明 我 们 省 略 了 . 

定理 4.2 若 闭 曲线 N 所 围 的 区 域 D 内 没有 向 量 场 (P,Q) 
的 奇 点 , 即 没有 系统 (2. 1) 的 平衡 点 , 则 N 关于 向 量 场 (P,Q) 的 旋 
转 度 为 0. 

证 明 根据 旋转 度 j 的 积分 表达 式 来 计算 j. 由 于 区 域 D 内 
向 量 场 (P,Q) 无 奇 点 ,所 以 P* 十 Q?0, 于 是 被 积 函 数 在 D 内 连续 
且 有 连续 偏 微 商 . 而 积分 号 下 恰 是 一 个 全 微分 ,所 以 积分 为 零 . 

定理 4. 2 由 图 形 看 也 是 显然 的 , 见 图 3. 8. 


(3) 

一 
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由 以 上 两 个 定理 得 到 如 下 一 个 极其 重要 的 推论 . 

推论 4.1 闭 轨 线 内 一 定 有 平衡 点 . 特别 地 ,极限 环 内 一 定 有 
平衡 点 . 

上 面 这 个 推论 给 出 了 极限 环 存在 的 一 个 必要 条 件 . 下 面 这 个 
由 定理 4. 2 得 到 的 推论 是 平衡 点 指数 定义 的 基础. 

推论 4.2 车 闭 曲线 N 与 N, 所 围 成 的 环形 区 域内 没有 系统 
(2. 1) 的 平衡 点 , 则 N 与 N, 关于 向 量 场 (P,Q) 的 旋转 度 相等 

证 明 只 要 在 环形 区 域内 加 一 条 辅助 
线 4B( 见 图 3. 9) ,然后 考虑 箭头 所 示 的 闭 
曲线 . 它 所 围 的 区 域内 没有 向 量 场 (P.Q) 
的 奇 点 . 由 定理 4. 2 与 旋转 度 ) 的 积分 表 
达 式 就 得 到 推论 4. 2. 

或 者 考虑 闭 曲线 N 的 形状 连续 地 改 
变 到 闭 曲线 N, 而 不 通过 向 量 场 (P,Q) 的 图 29 
奇 点 . 闭 曲 线 连续 变形 时 它 的 旋转 度 ; 也 连续 地 改变 由 于 j 只 能 
是 整数 ,所 以 j 不 会 改变 . 

定义 围绕 系统 (2. 1) 的 平衡 点 (zuyy), 而 不 围绕 其 他 平衡 
点 的 闭 曲 线 N 关于 向 量 场 (P,Q) 的 旋转 度 叫 平衡 点 (zo,y。) 的 指 
数 . 也 叫 场 (P,Q) 的 奇 点 (zo,yo) 的 指数 . 

定理 4.3 结 点 ,焦点 (稳定 或 不 稳定 ) 或 中 心 的 指数 是 1, 鞍 
点 的 指数 是 一 1. 

证 明 定理 的 结论 都 不 难 由 作 图 看 到 . 下 面 计算 指数 . 为 简单 
起 见 设 平衡 点 在 (0,0). 

系统 (2. 1) 可 以 表示 为 

工 一 az 十 by 十 PCzyy)， 
， 一 cz 十 dy 十 Q:(Cz,y)， 


= 


N 


其 中 


a b 
= 0， 
”外 -As 
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Pz,Q, 是 zx,y 的 不 低 于 2 次 的 寡 级 数 . 
设 Ne 是 以 (0.0) 为 中 心 ,9 为 半径 的 小 圆 . 取 它 的 参数 方程 : 
一 0cos0， 》 一 0sin0. 
现在 计算 沿 Ns 的 旋转 度 js: 


更 上 六 (ucosb 十 psing)d(ccosb 十 dsing) 
7 2 | (acos0+ bsing)’ + Cccos0+dsing): +6G05,0) 


(ccosb+dsinO)d (acos0+bsing) —OF (6,0) 
(acos0+bsing)’+ (ccos0+dsing)’+6G(6,0) 


其 中 (6,9) 与 G(6,0) 是 6 的 军 级 数 , 系 数 是 sin 与 cos6 的 多 项 
式 . 
由 平衡 点 的 指数 的 定义 ,对 充分 小 的 6,js= 平 衡 点 指数 j. 
观察 上 等 式 右 端的 被 积 函 数 ,因为 在 90€ [0,2x] 时 
(acos0+bsing)’++ (ccos0+dsing)’X 0, 
所 以 被 积 函 数 对 充分 小 的 6 是 6 的 连续 函数 ,有 limjs= jo. 
于 是 ,平衡 点 指数 


._ ， 1 f*”/ (ecosg 十 bsing)d(ccosb 十 dsing) 
7 一 7 ox o\ (acosb 十 bsing) :十 (ccosg 十 dsing): 


_ (ccosg 十 dsing)d(Cacosb 十 bsinb) 
(acos0+bsing)’+ (ccos0+dsing)’) ~ 


这 表明 在 计算 简单 平衡 点 的 指数 时 可 以 会 去 非 线性 项 . 
化 简 等 式 右 端 得 到 
,ad 一 bc 人 d0 
J ar J, (acos0+bsing)’+ (ccos0+dsing)’’ 
上 式 的 积分 可 以 计算 出 ,得 产 份 这 就 是 定理 所 要 证 明 的 . 
下 面 介 绍 另 一 种 求 j 的 方法 ,可 以 避免 计算 积分 . 
注意 上 等 式 右 端 当 信 =ad 一 bc 六 0 时 是 a,b,c,d 的 连续 函 
数 ,而 等 式 左 端 是 一 个 整数 j, 所 以 当 右 端的 a,5b,c,d 连续 变化 不 
经 过 ad 一 bc 二 0 时 , 它 的 值 是 不 可 能 改变 的 ,总 是 j. 下 面 我 们 分 别 
对 和信 的 不 同 符号 的 情况 进行 讨论 . 
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d0， 


若 ad 一 >>0. 如 果 ad 之 0, 则 我 们 可 以 保持 着 ad 一 bc 二 0, 使 
b>0,c 习 0. 再 令 a->d, 就 得 到 j=1; 如 果 ad 委 0, 则 保持 着 ad 一 bc 
>0, 令 ad 增 大 到 xd>>0, 就 是 刚才 的 情况 ,7 一 1. 

若 ad 一 bc 过 0. 如 果 ad<0, 则 保持 着 be>ad, 令 轩 =>0,c 一 0 再 
邻 a 一 一 d, 就 得 到 )= 一 1; 如 果 ad 二 0, 则 保持 着 如 >ad, 令 ad 减 
小 到 ad<0, 就 是 上 面 的 情况 ,一 一 1. 

定理 证 完 . 


定理 4.4 闭 曲线 N 关于 场 (P,Q) 
的 旋转 度 等 于 N 所 包围 的 场 (P,Q) 的 A 
所 有 奇 点 的 指数 之 和 . ey 
证 明 加 几 条 辅助 曲线 把 NN 所 围 | 


的 区 域 分 成 几 个 小 块 ( 见 图 3. 10) ,使 每 
一 块 内 只 有 一 个 奇 点 . 再 由 曲线 积分 的 图 3.10 
基本 性 质 可 得 定理 的 结论 . 
推论 4. 3 ” 闭 轨 线 内 若 只 有 一 个 平衡 点 , 则 不 会 是 鞍点 
推论 4.4 闭 轨 线 内 若 只 有 简单 平衡 点 , 则 一 定 有 奇数 个 ,并 
且 鞍 点 的 数目 比 其 他 平衡 点 的 数目 少 一 个 . 


§ 5 极限 环 位 置 的 估计 


本 节 研 究 系统 (2. 1) 
+=P(x,y), 
y=Q(r,y) 
的 极限 环 可 能 在 哪里 ,不 可 能 在 哪里 . 


1. 闭 轨 的 不 存在 性 


根据 上 一 节 中 的 结论 可 以 知道 多 种 闭 轨 不 存在 的 充分 条 件 . 
例如 : 
(1) 系统 无 平衡 点 ; 
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(2) 系统 只 有 一 个 平衡 点 ,其 指数 闪 十 1; 

(3) 系统 的 平衡 点 任意 组 合 后 指数 之 和 都 不 是 十 1. 

下 面 再 介绍 两 种 判断 方法 . 

定理 5. 1(Bendixson 判断 ) ”如 果 在 某 单 连通 区 域 D 内 


不 变 号 , 则 系统 (2. 1) 在 D 内 无 闭 轨 . 
证 明 设 系统 (2.1) 在 D 内 有 闭 轨 栈 ,由 格林 公式 有 


用 竹 + 品 )aay 中 Pdy Qdz， 


上 面 的 2 是 忆 所 围 之 区 域 ,于 是 DCD. 
因 械 是 系统 (2.1) 之 轨 线 ,所 以 上 式 右 端 曲 线 积分 之 被 积 函 


数 
Pdy—Qdr= (PQ—QP)dt=0, 
从 而 曲线 积分 为 零 . 由 定理 假设 , 左 端 重 积分 不 为 零 . 矛盾 . 
定理 $5. 2(Duiac 判断 ) 如 果 有 函数 B(z,y) 关 0, 连续 ,上 且 有 
连续 偏 导数 ,使 得 在 单 连通 区 域 忆 内 
aCBP) , 2(BQ) 
or 9y 
不 变 号 , 则 系统 (2. 1) 在 D 内 无 闭 轨 . 
证 明 几乎 与 定理 5. 1 的 证 明 完全 一 样 ,不 再 重复 . 下 面 举例 应 
用 定理 . 
例 1 考虑 系统 
=y， 
| 一 一 az 一 罗 7 十 cz 十 By ， 
即 
Re 
Q(zr,y)=—ar—by+t+ar’+By. 
此 系统 有 两 个 平衡 点 , 即 (0,0) 与 (a/a,0). 
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用 Bendixson 判断 . 因为 


aP aa_ 
Er 


所 以 只 知道 在 y>>b/28 与 y<65/28 这 两 个 半 平 面 内 都 没有 闭 轨 ， 
但 不 能 排除 有 与 直线 > 一 /28 相交 之 闭 轨 . 
进一步 用 Dulac 判断 . 考虑 以 下 形状 之 BCz,y) 


Bl(r,y)=e™t™”, 
其 中 m,n 待定 . 因为 
DCBP) 3(BQ) 
OE + er [myt nl ~ar—by 


十 ez? 十 By2) 十 (一 5 十 26y)] 
et™»[—b—anz— (bn—m—2B)y 
+anz’ 二 Bny’]， 
而 取 "= 0,m= 一 28 就 可 以 使 上 式 右 端 方 括号 中 z 项 与 y 项 的 系 
数 为 零 , 即 取 


BCz,y) 一 ez 
就 有 
acBP) , 39(BQ) _ 
9r dy 
在 全 平面 上 不 变 号 (只 要 5b 世 0). 所 以 此 系统 在 全 平面 上 无 闭 轨 . 
例 2 研究 系统 


一 be- 全 


a (5.1) 
y=1—z’y, 
其 中 a>>0. 

解 ”系统 (5. 1) 只 有 一 个 平衡 点 (1,1). 显然 ,z 一 0(? 轴 ) 是 轨 
线 , 由 解 的 唯一 性 知 轨 线 不 能 相交 ,所 以 从 左 、 右 两 个 半 平 面 上 出 
发 的 轨 线 不 会 到 另外 的 半 平 面 上 去 . 此 系统 左 半 平 面 无 平衡 点 ,所 
以 左 半 平 面 无 闭 轨 . 下 面 考虑 右 半 平面 , 即 平面 上 z>0 部 分 . 

用 Bendixson 判断 . 因为 
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oP 

让 + 外 =2ery 一 ez， 
所 以 曲线 1: 2ary 一 a 一 xz*=0, 即 y= 
去 十 去 将 右 半 平面 分 成 的 两 部 分 D 


与 P: 的 内 都 没有 闭 轨 , 见 图 3. 11. 

若 有 闭 轨 本 与 曲线 ! 相交 , 则 在 
/与 全 相交 的 两 个 交点 处 的 向 量 (P， 
QQ) 必 分 别 指向 D 与 D:, 从 而 曲线 / 
上 两 交点 之 间 必 有 向 量 (P,Q) 与 曲 
线 1 的 切线 平行 之 点 , 即 有 点 (rz,y) E17 使 


QGry)_ dy 
PCz,y) dzl 


1 一 过 1 1 


ar(zy—1) 2a 27z2? 


图 3.11 


即 


其 中 y= 艺 十 去 .代入 后 整理 得 
37x'—4ar 二 a 二 0. 
这 个 方程 当 a>3 时 在 x 之 0 处 无 解 . 
所 以 , 当 参 数 *>3 时 ,在 右 半 平面 没有 与 曲线 ! 相交 之 闭 轨 . 
总 之 ,ae>3 时 ,系统 (5. 1) 在 全 平面 上 无 闭 轨 . 


2. 闭 轨 存 在 的 充分 条 件 


定理 5.3 如 果 系 统 (2.1) 的 轨 线 在 环形 区 域 R' 的 边界 上 总 
是 自 外 向 内 ,又 及 内 无 系统 (2. 1) 的 平衡 点 , 则 在 R' 内 至 少 有 一 
个 稳定 的 极限 环 ( 见 图 3. 12). 

定理 5.4 如 果 系 统 (2.1) 的 轨 线 在 区 域 D 的 边界 上 总 是 自 
外 向 内 ,又 D 内 除去 系统 (2. 1) 的 不 稳定 焦点 或 结 点 之 外 无 其 他 
平衡 点 , 则 在 D 内 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 ( 见 下 页 图 3. 13). 

上 面 的 两 个 定理 现在 不 子 以 证 明 , 因 为 待 下 一 章 的 Poincare- 
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图 3.12 图 3.19 


Bendixson 定理 证 明之 后 ,它们 就 是 显然 的 了 . 
例 证 明 Van der Pol 方程 
| yt 
> 一 一 zx 十 Ap(1I 一 z)y (p>0) 
存在 稳定 的 极限 环 . 
证 明 系统 (5. 2) 只 有 一 个 平衡 点 (0,0),(0,0) 处 的 线性 近似 
方程 为 


(5.2) 


一 y， 
了 一 一 z 十 py 
它 的 特征 方程 是 
| | -x+ 
一 1 一 4 
特征 根 为 


hs: 一 去 (二 VAC 一 4). 


特征 根 有 正 实 部 ,所 以 (0,0) 是 系统 (5. 2) 的 不 稳定 平衡 点 , 且 是 不 
稳定 焦点 或 结 点 . 
如 果 能 作出 一 个 包围 原点 (0,0) 的 闭 曲 线 N ,使 系统 (5.2) 的 
轨 线 与 N 相交 时 是 从 外 向 内 的 ,那么 根据 定理 5. 4, 闭 曲线 N 所 
围 的 区 域内 就 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 了 . 
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向 量 场 (P,Q) 的 水 平 
等 倾 线 是 曲线 
Q(zr,y)=0, 
铅 直 等 倾 线 是 曲线 
P(r,y)=0. 
系统 (5. 2) 的 水 平等 倾 线 
是 
一 Z 十 Ap(1 一 zx)y 一 0， 
它 有 三 条 分 支 , 铅 直 等 倾 
线 是 > 一 0, 即 z 轴 . 
等 倾 线 把 平面 分 成 几 
a 个 区 域 ,等 倾 线 上 和 每 个 
区 域内 向 量 场 的 大 致 方向 如 图 3. 14 所 示 . 
在 水 平等 倾 线 的 左上 支 上 取 一 点 4, 过 4 作 线 性 方程 


的 轨 线 ,此 轨 线 交 y 轴 于 点 B. 在 弧 AB 上 比较 系统 (5. 2) 之 轨 线 
方向 与 弧 AB 的 切线 方向 ,有 


二 一 并 2 < 
Z 十 wkC1 一 工 )y 2 uz:<0, 


村 
所 以 系统 (5. 2) 之 轨 线 与 AB 相交 时 轨 线 自 外 向 内 . 
过 点 B8 作 方程 
dz 
dy 
=p -zy 


dt 


的 轨 线 ,此 轨 线 交 直线 z=1 于 点 C. 在 弧 了 上 有 
—z+p—z)y pz )y 0 
y y y 
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所 以 系统 (5. 2) 之 轨 线 与 BC 相交 时 , 轨 线 自 外 向 内 . 
过 点 C 作 方 程 
dz _ 
Eg 


ld 


[了 
的 轨 线 , 即 以 原点 为 中 心 ,过 点 C 之 圆 弧 , 交 z 轴 于 点 D. 在 弧 CD 
上 (|zl>1) 有 
一 了 十 Ap(1 一 z2)y 一 工 
了 
所 以 系统 (5. 2) 之 轨 线 与 CD 相交 时 自 外 向 内 . 

再 过 点 DD 作 铅 直 的 直线 段 交 Q(z,y)=0 的 右 下 支 于 点 匹 .在 
线段 DE 上 轨 线 自 外 向 内 .在 QCr,y)=0 的 右 下 支 上 轨 线 也 自 外 
向 内 . 

由 于 Van der Pol 方程 (5. 2) 与 以 上 所 用 到 的 三 个 方程 组 的 
向 量 场 都 是 对 称 于 原点 的 . 所 以 与 曲线 4BCDE 关 于 原点 对 称 的 曲 
线 AB'C'D EY 上 也 具有 (5.2) 的 轨 线 自 外 向 内 的 性 质 . 

于 是 在 闭 曲线 N=ABCDEA'B'C'D'E'A 所 围 成 的 区 域内 系 
统 (5. 2) 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 . 

第 五 章 中 我 们 还 要 证 明 系 统 (5. 2) 只 有 一 个 稳定 的 极限 环 . 


A(1—7x’)<0, 


86 无 穷 远 点 


本 节 讨 论 无 穷 远 点 的 性 质 . 为 此 我 们 作 适 当 的 坐标 变换 ,把 无 
穷 远 点 变 为 一 个 具有 有 限 坐 标的 点 . 下 面 介绍 的 是 Poincare 给 出 
的 变换 . 

考虑 下 半 个 单位 球面 5. 把 它 的 南极 放 在 x-y 平面 的 原点 上 . 
从 球 心 铝 直 向 下 作 W 轴 ( 当 然 过 =-y 平面 的 原点 ), 又 过 球 心 作 忆 7 
轴 与 V 轴 , 分 别 平 行 于 轴 与 y 轴 ,得 到 一 个 空间 坐标 系 UVW， 
如 图 3. 15 所 示 . 
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xz-y 平面 上 任 一 点 M(x,y) 与 球 
心 0 的 连 线 交 球 面 于 点 Mi (U,V， 
W). 反 之, 半 球面 (不 包括 赤道 ) 上 任 
一 点 与 球 心 的 连 线 延长 后 交 于 x-y 平 
面 上 一 点 ,这 样 建立 了 平面 x-y 与 半 
球面 S 上 点 与 点 之 间 的 一 一 对 应 . 

由 于 点 M 在 坐标 系 UVW 中 的 坐 
标 是 (x,y,1), 点 O,Mi 与 M 三 个 点 在 
一 直线 上 ,所 以 有 关系 式 


又 M, 在 球面 上 ,所 以 OM,=1， 


WwW_oOM, 


w_om_ 1 
1 OM Vai 

于 是 我 们 得 到 了 点 M 的 坐标 z,y 与 点 M, 的 坐标 U,V ,W 之 间 的 
关系 式 


下 面 引进 无 穷 远 点 . 令 zx 一 rcosb,y 一 rsing, 再 令 r 一 co, 就 得 
到 相应 点 的 坐标 
U=cos0, V=sing, W=0. 
也 就 是 说 ,在 xz-y 平面 上 ,与 x 轴 夹 角 为 9 方向 的 无 穷 远 点 ,对 应 
于 半球 面 的 赤道 上 从 U 轴 转 过 9 角 的 点 . 只 要 认为 在 z-y 平 面 上 
每 一 个 方向 有 一 个 无 穷 远 点 ,那么 包括 无 穷 远 点 的 平面 上 的 点 就 
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与 包括 赤道 的 下 半球 面 的 点 一 
一 对 应 . 

为 了 看 清 球面 上 赤道 附近 
的 情况 我 们 现在 把 球面 映 到 一 
张 适 当 的 平面 上 ,如 图 3. 16 所 
不 

过 赤道 与 正 向 U 轴 的 交点 
C(1,0,0) 作 平面 了 与 球面 相 
切 . 在 世上 以 C 为 原点 ,过 C 平 
行 于 V 轴 作 4 轴 ,平行 于 W 轴 
作 = 轴 . 图 3.16 

取 半 球面 上 的 点 Mi, 作 M, 与 球 心 的 连 线 ,延长 后 交 平 面 卫 
于 点 M:, 于 是 右 半 个 半球 面 上 的 点 对 应 于 平面 也 上 z 之 0 部 分 ， 
其 中 右 半 条 赤道 对 应 到 uw 轴 =0; 左 半 个 半球 面 上 的 点 对 应 到 平 
面 [上 xz<0 部 分 , 左 半 条 赤道 也 对 应 到 x 轴 z=0. 作为 左 、 右 两 
个 半球 面 分 界线 的 半 个 大 圆 在 平面 了 上 没有 对 应 点 . 于 是 ,除去 
赤道 与 了 轴 的 两 个 交点 之 外 , 右 ( 左 ) 半 赤道 上 任意 一 点 附近 的 情 
况 , 都 可 以 在 w 轴 上 相应 点 附近 * 之 0(z*<0) 的 半 平 面 上 看 到 . 

总 之 ,r-y 平面 除去 y 轴 之 后 对 应 到 平面 卫 ,z-y 平面 上 除去 
> 轴 上 的 两 个 无 穷 远 点 之 外 ,其 他 无 穷 远 点 的 情况 都 可 以 在 平面 
也 上 的 x 轴 附 近 看 到 . 

x-y 平面 上 点 M(zr,y) 与 平面 也 上 点 M:(x,z) 的 坐标 之 间 的 
关系 是 


这 是 因为 它们 在 UVW 空间 中 的 坐标 分 别 是 (z,y,1) 与 (1,u,z)， 
又 点 O,M 与 M; 在 同一 直线 上 . 
于 是 得 到 Poincaré 变换 


1 
I=， y= 地 (zX0) 
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或 者 
zx 一 工 ， z= 斌 (rt0). 
用 Poincaré 变换 把 系统 (2. 1) 


te 
y=Q(r,y) 
变 为 平面 也 上 的 方程 组 
du 有 人 1 x 
di ezP| 去 才 | +ze| 二， 
(6.1) 
dz_ 2p[1 
di * | z "zl1| 


当 z 闪 0 时 ,系统 (6. 1) 在 平面 也 上 的 轨 线 是 系统 (2. 1) 在 z-y 平面 
上 的 轨 线 的 投影 . 但 z=0 恰 对 应 于 z-y 平面 上 的 无 穷 远 点 , 正 是 
我 们 要 研究 的 . 
当 P(z,y),Q(z,y) 是 z,y 的 多 项 式 时 ,可 以 将 方程 (6. 1) 改 
写 为 
du Pl(u,z) 


dt E 
dz_Q(u,z) 
dt 2z 


其 中 是 自然 数 , Plu,z),Q(u,z) 是 wu,z 的 多 项 式 . 再 作 变换 


» 


(6.1') 


方程 (6.1') 化 为 


把 = Pl(u,z), 
(6. 17) 
dz 天 
dr 
当 z 夺 0 时 方程 (6. 1”) 与 (6. 1') 或 (6. 1) 等 价 .而 当 z=0 时 方程 
(6. 1”) 有 定义 ,于 是 ,我 们 通过 研究 此 方程 来 了 解 方程 (6. 1). 只 是 
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还 要 注意 , 当 n 为 奇数 ,又 ><0 时 ,dr 与 dt 互 为 反 号 ,也 就 是 , 当 
n 为 奇数 时 ,方程 (6. 1") 与 (6. 1) 的 轨 线 在 =<0 的 半 平 面 上 方向 
相反 . 

为 了 研究 系统 (2. 1) 在 z-y 平面 上 除 > 轴 上 的 两 个 无 穷 远 点 
以 外 的 无 穷 远 点 的 情况 ,只 要 研究 系统 (6. 1") 在 平面 也 上 > 轴 
(z 二 0) 附 近 的 情况 . 为 此 解 方程 组 

Plu,0)=Q(u,0)=0, 

求 出 系统 (6. 1”) 在 w 轴 上 的 平衡 点 ,并 加 以 研究 . 

为 研究 y 轴 上 的 两 个 无 穷 远 点 ,我 们 过 赤道 与 正 向 Y 轴 的 交 
点 刀 作 另 一 平面 下 与 球面 相 切 . 以 DD 为 原点 ,过 DD 平行 于 U 轴 
作 v 轴 ,平行 于 W 轴 作 = 轴 . 图 形 从 略 . 

完全 类 似 地 建立 z-y 平面 上 的 点 M(z,y) 与 平面 下 的 点 
M:(u,z) 之 间 的 对 应 . 它们 的 坐标 之 间 有 关系 


由 此 得 到 Poincaré 变换 


或 者 
(yt 0). 
系统 (2. 1) 经 过 Poincare 变换 化 为 v-z 平面 上 的 方程 组 


dv v1 Plv,z) 
时 ==P( 夺 二] vzQ 二 | 一 


(6. 2) 
dz 
di 
其 中 m 是 自然 数 , 户 ,是 多 项 式 . 再 作 变换 
_d 


dr=， 


—sQ|2 1 -Qe2), 


» 
名 完 


方程 组 (6. 2) 化 为 
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= Po,z)， 


完全 类 似 地 ,只 要 研究 以 上 方程 组 在 点 (v,z) 一 (0,0) 附 近 的 情况 ， 
就 可 以 了 解 系统 (2. 1) 在 z-y 平面 上 y 轴 方 向 的 两 个 无 穷 远 点 的 
情况 . 

无 穷 远 点 的 情况 可 以 在 赤道 附近 表示 出 来 . 为 了 作 图 方便 ,将 
下 半 个 单位 球面 $ 垂直 地 投影 到 x-y 平面 上 成 为 单位 圆 盘 &. 赤 
道 投影 成 为 单位 圆周 . 这 样 整个 x-y 平面 映 成 单位 圆 ,无 穷 远 点 映 
成 单位 圆周 上 的 点 . 

u-z 平面 上 点 (uo,0) 的 邻 域 在 半 平 面 二 0 与 z<<0 中 的 两 个 部 
分 ,分 别 地 对 应 到 z-y 平面 上 的 单位 圆周 与 直线 y=uoz 的 两 个 交 
点 (cosbu,sinbu) 与 (cos(b 十 rz),sin(b 十 x)) 的 邻 域 在 单位 圆 内 的 
部 分 ( 见 图 3. 17). 又 其 中 0,==arctanuo. 


图 3.17 


图 3.18 
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xz 平面 上 的 原点 (0,0) 在 半 平 面 > 之 0 与 x<<<0 中 的 两 个 半边 
的 邻 域 分 别 对 应 到 x-y 平面 上 单位 圆周 上 的 点 (0,1) 与 (0, 一 1) 的 
邻 域 在 单位 圆 内 的 部 分 ( 见 图 3. 18). 
例 考虑 系统 
军 =z(G3 一 zw)， 
(n>3) (6. 3) 
1 本 区 二 
在 无 穷 远 的 情况 . 
解 ”分 以 下 几 步 进行 . 
(1) 作 Poincare 变换 


1 
多 
即 4= 立 ， z= 


把 系统 (6. 3) 变 成 系统 


du_ 2u—4uz+t (nt1)u’ 
di z 


6.4 
dz _ z+nuz— 3z* 人 
di z 
再 令 了 
dr= 工 . 
z 
系统 (6. 4) 化 为 系统 
因 =24 net nt Dw, 
rT 
(6.5) 


En 3 


(2) 求 出 系统 (6.5) 在 wu 轴 (z 王 0) 上 的 平衡 点 ,并 判断 其 稳定 
系统 (6. 5) 在 z 轴 上 的 平衡 点 有 C(0,0) 与 a -二 ij- 因 
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已 | —4u 


QQ: nz 1+nu—6z)" 
所 以 ,两 个 平衡 点 处 的 线性 近似 方程 的 系数 矩阵 分 别 是 : 
8 
[ "| 上 2 十 1 
0 1 2n 
0 1 一 zi 


于 是 ,C(0,0) 是 不 稳定 结 点 ,B| 一 5 .oj 是 稳定 结 点 ， 
(3) 作 Poincare 变换 


Er a 
7 
Pc RR 
即 vey 二 
系统 (6. 3) 化 为 
dv_—(n+lDvt+dvz—2v 
dt z . 
dz _ —z—vz++z’ 
dt z 
再 令 dr= 业 ， 
系统 (6. 6) 化 为 
里 = 一 om 十 Do 十 4oz 一 2o， 
= vt 


(6. 6) 


(6.7) 


(4) 系统 (6. 7) 在 平衡 点 D(0,0) 处 的 线性 近似 方程 的 系数 矩 


阵 为 
{na} 0 
0 —1) 
所 以 D(0,0) 是 稳定 结 点 . 


(5) 将 以 上 讨论 所 得 的 结果 表示 在 赤道 附近 . 注意 dr 一 些 , 所 
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以 在 zx<<0 的 半 平 面 上 ,系统 (6. 4)、(6. 6) 与 系统 (6.5)、(6.7) 的 轨 
线 方向 相向 . 又 注意 > 一 0 是 系统 (6. 5) 的 解 ,所 以 赤道 由 平衡 点 与 
轨 线 构成 , 见 图 3. 19. 


图 3.19 


8$ 7 几 个 全 局 结构 的 例子 


对 下 面 的 系统 ,我 们 讨论 它 的 平衡 点 的 性 质 、 极 限 环 的 存在 性 
与 位 置 估计 ,以 及 无 穷 远 平衡 点 的 性 质 . 最 后 把 讨论 结果 图 示 在 
xz-y 平面 上 的 单位 圆 盘 上 ,成 为 系统 的 全 局 结构 的 一 个 模型 , 
例 1 讨论 系统 
dz 
dt 


党 = 一 (1 一 4z: 十 3y2) 一 QCz,y)， 


解 ”系统 (7.1) 有 平衡 点 OC(0,0),A1(1,1),A:(1, 一 1)， 
Ai( 一 1,1),A,( 一 1, 一 1), 其 中 OC(0,0) 是 鞍点 ,41,4:,4; 与 4, 都 
是 稳定 焦点 . 

因为 x=0 与 y=0 都 是 轨 线 ,所 以 闭 轨 不 能 与 z 轴 或 y 轴 相 
交 . 又 系统 对 于 z 轴 或 y 轴 都 对 称 , 所 以 只 要 讨论 第 一 象限 的 情 
况 就 可 以 了 . 


一 2z(1 十 z: 一 2y2) 一 已 (z,y)， 
(7.1) 
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用 Dulac 判断 . 取 B(zr,y) 二 x iy-?, 可 计算 得 


9CBP) | A(BQ) 
or Oy 


它 在 第 一 象限 内 不 变 号 ,所 以 系统 在 第 一 象限 内 无 闭 轨 . 
为 讨论 无 穷 远 点 的 性 质 , 作 Poincare 变换 . 令 


3 
I 2y (r+y). 


u 
r= 一 ,一 一 ， 
$9. 1 四 


系统 (7. 1) 化 为 
du _ 2u— 3uz’ tu’ 


dt Pa 
dz _ —2z+ hu’z—2z 
di 2 ; 


令 dr 一 点, 上 面 的 系统 化 为 
2 ue +e, 
r 
d (75.2) 
衬 一 一 2z 十 4uzz 一 2z3. 
dr 
系统 (7. 2) 在 wx 轴 (z=0) 上 有 一 个 平衡 点 C(0,0) ,是 鞍点 . 
作 第 二 个 Poincare 变换 
v 1 
TY 
系统 (7. 1) 化 为 
dv_ —v+3vz’—2v’ 
dt 时 
dz _ 3z—4v’z 二 z’ 
dt 2 


再 令 dr 二 些 , 上 面 的 系统 化 为 


Z2 
vt 2 
d (7.3) 
=3z—4v'z+z. 


系统 (7. 3) 的 平衡 点 D(0,0) 是 鞍点 . 
综合 以 上 讨论 可 作 图 3. 20. 
例 2 考虑 $6 例 中 的 系统 6. 3 


最 =z(3—z—ny) ， 


=y( -1+z+y) 


解 ”系统 (6. 3) 有 平衡 点 : 
O(0,0), A1(0,1), 4:(3,0)， A; 


(n>3). 


?一 3 ， 2 ) 
1 
其 中 O,4i 与 4, 是 鞍点 , 当 n 二 5 时 4; 是 稳定 焦点 ; 3 二 n 二 5 时 
4; 是 不 稳定 的 焦点 或 结 点 . 

因为 +=0 与 y=0 都 是 轨 线 ,所 以 闭 轨 不 能 与 x 轴 或 y 轴 相 
交 . 又 闭 轨 必 包围 平衡 点 ,所 以 若 有 闭 轨 只 能 在 第 一 象限 包围 平衡 
点 4:. 

用 Dulac 判断 . 取 


本 让 
B(xr,y)=7r "iy"i, 


BP F050) 5 -lt 
ar 9y n—1 
当 3< <5 或 > 5 时 在 第 一 象限 内 不 变 号 ,所 以 无 闭 轨 . 

无 穷 远 点 的 性 质 在 上 一 节 中 已 讨论 过 了 .综合 以 上 讨论 ,分 别 
情况 3 二 nn < 5 与 > 5 作 图 .二 ,三 ,四 象限 中 的 轨 线 情况 很 简 
单 . 注意 第 一 象限 中 无 闭 轨 ,所 以 从 鞍点 4: 出 发 的 轨 线 不 能 进入 
鞍点 41. 又 轨 线 不 能 相交 ,所 以 结构 如 图 3. 21 所 示 . 

下 面 我 们 来 讨论 x= 5 的 情况 . 此 时 ,系统 (6. 3) 在 平衡 点 
4;(1/2,1/2) 处 的 线性 近似 方程 为 中 心 . 不 难 验算 ， 


zy| 于 +y-1] =C 
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SO， 


3<n<5 
图 3.21 


是 方程 (6. 3) 的 解 . 在 z=1/2,y=1/2 处 
Foe)=ay [3+y-1) 
取 极 大 值 . 在 直线 
z=0，y=0 与 $+y 1=0 
所 围 成 的 三 角形 区 域内 F(z,y) 之 0, 其 上 F(z,y)==0, 所 以 
zy [+y-1) =C (C>0) 


是 一 族 围绕 着 4A;(1/2,1/2) 的 闭 轨 线 , A; 是 中 心 ,全 局 结构 如 图 
3.22. 


AN 3 
So 


图 3.22 
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第 四 章 动力 系统 


3$1 流 


二 维 线性 系统 
X=Ar 417 1 
满足 初 条 件 :一 0 时 z=z 的 解 是 
XI=e*zo=9,(70)=9t ,70). 
9(tz) 是 时 间 :GER':) 与 初 值 zxCzER2:) 的 函数 , 取 值 在 R 内 . 记 
作 
9: R'X RR’. 

若 固 定 z 令 上 变 , 就 得 到 平面 R* 上 系统 (1.1) 过 工 的 轨 线 ; 若 
固定 上 令 z 变 ,就 得 到 尼 到 R? 的 一 个 映射 pq,: R' 一 R*. 再 令 参数 : 
变 , 就 可 想象 平面 上 的 点 沿 着 系统 (1. 1) 的 轨 线 按 箭 头 所 指 的 方向 
流动 . 

定义 把 g(t,z) 三 e*z 称 做 系统 (1.1) 的 流 . 

由 指数 算 子 e* 的 性 质 可 知 , 流 F(t,z) 二 gp.(z) 是 R'XR* 上 的 
连续 函数 ,并 具有 以 下 两 个 性 质 : 

(1) .wo0,z)=po(z) 一 rz, 即 po 是 恒 等 映 射 ; 

(2) 8s+eCz) 一 Yo(9sCz))， 从 而 9, 的 道上 映射 (9 ) 一 存在 ,是 
pe 

下 面 考虑 n 维 欧 氏 空 间 R" 中 的 自治 系统 

r=f(z). CE.2) 
设 f(z)(rEW) 满 足 解 的 存在 唯一 性 定理 中 的 条 件 . 记 系统 (1. 2) 
满足 初 条 件 :一 0 时 z= 二 zol(zoEW) 的 解 为 
并 一 YKt,zo)， 
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其 中 ztEJ(r),y(Czr,) 表 示 初 值 为 z 的 解 存在 的 最 大 区 间 . 令 区 域 
OCR XW, 
0=({G,z)|ldrzERX 色 ,ze 多 ceEJCz))， 

于 是 函数 g(t,z+) 定 义 在 上 , 取 值 在 W 内 . 即 P: 0 一 W. 

定义 ”函数 1,z) 三 9,(z) 称 做 系统 (1.2) 的 流 , 也 称 f(x) 的 
流 . 

我 们 证 明 n 维 非 线 性 自治 系统 的 流 也 有 二 维 线性 系统 的 流 所 
具有 的 那 几 条 性 质 . 

定理 1.1 集合 0 是 R'XW 中 的 开 集 ,函数 9: 9 一 W 是 
上 的 连续 函数 . 

证 明 设 (to,xo)E 90. 由 0 的 定义 ,toE€J(zro). 由 解 的 开拓 定 
理 , 可 以 把 解 g(t,xo) 开 拓 到 区 间 [to 一 6,to 十 6] 上 ,6 之 0. 由 第 一 章 
的 定理 3. 2 知 ,存在 ze 的 一 个 邻 域 U,UCW ,使 当 xEU 时 ,方程 
(1.2) 有 唯一 解 p(t ,x), 且 在 区 间 [to 一 6,to 十 6j 上 也 有 定义 .于 是 
(to 一 06,to 十 6) XUCA, 所 以 0 是 开 集 . 

下 面 证 明 p: 0 一 W 在 (to,zo) 连 续 . 

设 tE (to 一 6,to 十 6), TEU, 有 

ptz) 一 Mtoyzo)| 委 19tz) 一 Ptyzo)| 十 | PCtyzo) 一 Ptoyzo)1 
Izr—zrole "|g ,zo0) — to, zo) |. 

对 任 给 的 e 之 0, 由 解 p(t,zo) 在 的 连续 性 ,存在 (<6) 使 当 
| 一 6 一 9 时 ,上 不 等 式 右 端 第 二 项 


(tvzo) 一 ptoyzo)|<< 王 . 


注意 此 时 右 端 第 一 项 |z 一 zole “入 |z 一 zo lex"%1t0. 于 是 存在 
0>>0, 使 当 |z 一 zol| 王 5: 时 ,rEU ,并且 不 等 式 右 端 第 一 项 


€ 
|z—zo le 


定理 1. 1 证 完 . 
定理 1.2 (1) YoCz) 一 zi 
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(2) girslr)=9,.(9,(7))=9,.9,(7). 

证 明 (1) 对 一 切 xr€EW 有 0EJ(Cr). 由 p(t,x) 的 定义 ， 
0,zr) 一 po(zr) 王 z, 对 一 切 rxE 太 成立, 即 po 是 WW 上 的 恒 等 映 
射 . 

(2) 这 个 等 式 的 含义 为 , 右 端 有 意义 , 则 左 端 有 意义 , 且 与 右 
端 相 等 ;或 左 端 有 意义 , 右 端 括号 内 也 有 意义 , 则 右 端 有 意义 , 且 与 
左 端 相等 . 

设 s>0,6>0. 若 等 式 右 端 有 意义 ,我 们 即 设 ZEJ(Cz),aeE 
J(po(z)). 于 是 [0,bCyJGz),[o,a]jC7Gps(Cz)) ,因此 可 以 在 xz6 
[0,a 十 bj] 上 定义 一 个 函数 

_ /Kt,7), 0<t<b, 
“Dg 6,907)), sereath. 
很 容易 验算 函数 u(t) 满 足 方程 (1. 2) (注意 , 若 方 程 (1. 2) 不 是 自 
治 系统 则 不 对 !), 且 (0)==g(0,zx)==z, 即 u(t) 是 方程 (1. 2) 满 足 
初 条 件 :一 0 时 取 值 x 的 解 . 由 解 的 唯一 性 定理 知 ,u(t) = 二 9(t ,x). 
因为 u(z) 在 [0,a 十 bj 上 有 定义 ,所 以 a 十 bEJ(z), 并 且 有 
Ya 十 oz) 一 wk(a 十 0) 一 ay)) 一 pos(Z)， 

即 等 式 左 端 有 意义 且 与 右 端 相等 . 

若 等 式 左 端 有 意义 , 右 端 括号 内 有 意义 , 即 5E J(z),a 二 6E 

J(x). 于 是 [5,a 十 6]CJ(z). 可 以 在 xzE [0,a] 上 定义 一 个 函数 
ult) 三 g(t+b ,7). 
不 难 验 算 ,u(z) 满 足 方程 (1. 2) (自治 系统 !) ,又 
u(0)=9(b,7)=9,(7). 
由 解 的 唯一 性 定理 知 ,w(t) = 二 g(t,9s(z)). 所 以 a€EJ (gs(z)), 即 
qa,9s(z)) 有 意义 ,并 且 
Hat+b,r)=u(a)=Ha,g,(7))=9,.9,(7), 
亦 即 等 式 右 端 有 意义 且 与 左 端 相等 . 
对 于 a,6b 的 其 他 情况 ,可 以 类 似 地 证 明 , 不 再 重复 . 
nn 维 自治 系统 7 = 二 f(x) 的 解 可 以 在 R" 空间 中 表示 .” 维 非 自 
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治 系统 工 = Fe,z) 的 解 要 在 及 XR" 空间 (加 上 : 轴 !) 中 才能 表 
示 , 因 为 它 的 方向 场 f(z,z) 需 要 在 R'XR" 空间 中 表示 . 把 自治 系 
统 作为 非 自治 系统 的 特殊 情况 , 它 的 方向 场 (x) 的 特点 是 与 :无 
关 , 即 对 于 不 同 的 +, 只 要 x 相同 就 有 相同 的 方向 . 于 是 自治 系统 
的 轨 线 的 特点 是 沿 着 上 轴 平 移 之 后 仍 是 轨 线 . 即 如 果 Yt,zo) 是 自 
治 系统 (1. 2) 的 轨 线 

A) fet,z0)), 
即 gt 一 b,xzo) 也 是 自治 系统 (4. 2) 的 轨 线 


dolt—b sz) dp(t 一 bro) 
= =f (tb ro)). 


定理 1. 2 中 构造 的 前 一 个 u(t) ,就 是 把 系统 (1. 2) 在 区 间 [0,a] 上 
的 轨 线 p(s(z)) 沿 t 轴 平移 到 [5,5 十 a] 上 成 为 9.-,《qs(z)), 再 与 
区 间 [0,6] 上 的 解 p.(z) 连 接 起 来 而 得 到 的 , 见 图 4. 1. 


pepo(x)) parb(x) 


图 4.1 


设 (to,zo0) EQ. 因 0 是 开 集 ,所 以 ,有 zz, 在 W 中 的 邻 域 U, 使 

得 只 要 zxEU, 就 有 (to,7z)E0, 即 1,€J(z). 于 是 
Po U>W. 

定理 1.3 9 把 U 映射 到 W 中 开 集 V,9- 定 义 在 了 上 ,9-。 
:V>U, 且 9-,9 是 U 上 的 恒 等 映 射 ,pp- 是 V 上 的 恒 等 映 射 . 

证 明 设 yEV, 即 存在 zxEU,9,《z) 二 y, 由 定理 1.2, 有 

Z 一 go(Cz) 一 p-CPo(CZz)) 一 P-o(Cy). 
108 


即 p_, 定 义 在 了 上 ,ps VxU. 
9 与 p_, 复 合 后 为 便 等 映 射 的 两 个 结果 是 显然 的 . 
最 后 指出 V 是 开 的 . 因为 由 定理 1. 1 知 ,g_, 是 连续 映射 ,而 
V 是 开 集 U 在 映射 p_, 下 的 原 像 
定理 1. 3 证 完 . 


$2 动力 系统 


定义 5S 是 n 维 欧 氏 空间 R" 中 的 开 集 .映射 9: R'XS—>S,p 
连续 . 也 记 ql1,x) 为 9.(z). 固定 1 时 ,映射 p.: 5 一 5, 满足 

(1) go: SS 是 恒 等 映 射 ; 

(2) 99: 一 Pi+, 对 R' 内 一 切 上 与 s 成立. 
则 称 9 为 动力 系统 . 

注意 ,由 定义 可 得 ,对 1 连续 ,又 p-, 是 9 的 逆 映 射 . 

例 e'4z 是 一 个 动力 系统 . 

命题 每 一 个 可 微 动 力 系统 对 应 一 个 微分 方程 ,此 微分 方程 
以 它 为 解 . 

证 明 设 w(z) 是 一 个 可 微 动力 系统 . 令 
PeiCz) 一 Po(Z) 

At 


Cn 一 中 pz) .lim 
得 到 一 个 微分 方程 
dz 
T=/ 
为 验算 w(z) 是 它 的 解 ,把 g.(z) 分 别 代 入 方程 的 两 端 . 代入 
左 端 得 


di(Z) 1 Prrar(T)—P(T) 
a =lim A 


hr=0 t 


代入 右 端 得 
f(g(2) lim PE Pe. 
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由 动力 系统 的 定义 有 
GaPAT))=9i4alr) 与 polp.(7))=9,(7). 
所 以 g(x) 满足 所 得 到 的 微分 方程 . 另外 它 还 满足 初 条 件 
PCz)|,-o 一 并 
证 完 . 


83 导 算 子 


我 们 知道 ,一 元 函数 /(z) 在 点 a 可 微 , 即 存在 一 个 常数 4, 使 
f(at+h)— f(a)= Ah+o(h). 

称 常数 4 为 f(x) 在 点 a 处 的 导数 , 记 作 A= (a). 

我 们 还 知道 , ” 维 向 量 = 的 函数 ,或 者 说 元 函数 f(x) 在 点 
ala€ R") 可 微 ,是 指 存在 一 个 维 向 量 4, 使 

flath)—f(a)=A* hto(lh|) (hER"). 

称 向 量 4 为 函数 f(z) 在 点 a 处 的 全 导数 或 梯度 , 记 作 A=Vf(a) 
或 gradf(a). 

定义 维 向 基 z 的 向 量 函 数 f(z)(E R") 在 点 a(a€ R") 可 
微 是 指 , 存 在 一 个 R" 一 R" 的 线性 算 子 4, 使 


flat+h)—f(a)=Ahto(|h|) (hER"). (3.1) 


称 4 为 f(z) 在 点 a 处 的 导 算 子 .将 4 记 作 Df(a). 
例 1 设 A 是 mxn 的 矩阵 .f(z)=Az 是 定义 在 R 上 并 在 
R" 中 取 值 的 向 量 函 数 . 求 Df(z). 
解 因为 有 
f(xr+h)—f(r)=A(r+h)—Ar=Ah, 
所 以 
Df(z)=A4. 
定理 3.1 若 /(z) 在 a 可 微 , 则 在 a 连续 . 
证 明 因为 f(z) 在 a 可 微 ,所 以 
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flath)— f(a)=Ahto( hl). 
当 |h| 一 0 时 ,根据 线性 算 子 4A 在 0 连续 ,所 以 右 端 第 一 项 Ah 趋 
于 0; 右 端 第 二 项 也 趋 于 0. 于 是 
lim f(ath)=f(a). 
证 完 . 
定理 3.2 若 f(z) 在 a 可 微 , 则 a GT 一] 
…,n) 都 存在 , 且 导 算 子 | 


af a 
Bri Ar, 

Df(a)= 
fn ... 3 
Or Ox, js 


证 明 设 e(k=1,…,n) 是 R" 中 的 向 量 ,第 个 分 量 为 1, 其 
他 分 量 为 0. 因为 /(x) 在 a 可 微 ,只 要 在 可 微 性 定义 的 式 (3. 1) 
中 , 取 h=aeila 是 数 ,显然 |a| = 14|) 就 可 得 到 


flatoe) —fa) 4 la), 
a a 
令 a 一 0, 就 得 到 
af, 
dz 
;: =Ae. 
ofn 
Bz ) :oo 
所 以 导 算 子 
of .ah 
Oz Oz, 
Df(a)=A= 2 
ar。 .af 
Dr Ox J sma 


1 


例 2 若 m=1,Df(r)=yf(z); 若 m=n=1,Df(zx)= 
AEN 


定理 3.3 着 中 6-1 ms7=1 在 za 处 存在 且 
连续 , 则 f(z) 在 4 可 征 . 
证 明 因为 给 (=1,…,) 在 a 连续 ,所 以 函数 /1(z) 在 
ZX 二 a 可 微 且 
flath) -fe)—) > | =0d hl), 


局 是 向 量 放 的 第 个 分 

取 线性 算 子 4=| 3 ] , 就 有 

Fe 有一 —f(a)— Ah=o(|h|). 

即 f(z) 在 a 可 微 .证 完 . 

定义 设 UCR", 若 对 任意 zEU 有 D/Cz) 存 在 ,就 定义 出 一 
个 映射 

rz>Df(z). 
如 果 这 个 映射 连续 , 即 当 |z 一 |>0 时 
IlDf(z)—Df(z) 1 一 0， 

就 称 /连续 可 微 , 记 作 /EC'. 

定理 3.4 /EC' 的 充 要 条 件 是 EG 
存在 ,连续 . 

证 明 由 定理 3.3 与 3.2,Df(z) 与 妆 : 的 存在 性 已 证 . 

按 第 二 章 $ 1 中 和 矩阵 的 模 的 定义 ,矩阵 4 一 (ov) 的 模 上 4 | 满 
足以 下 不 等 式 ， 


lols141 <| 习 Ble be 


所 以 对 和 矩阵 Df(z) 一 Df(z) 有 不 等 式 : 
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| -|<I Df(z)—Df(z) | 
<[2 (S| = a)|) 1 : 
定理 的 结论 由 此 不 等 式 立刻 得 到 . 
推论 若 fEC'(W), 则 在 W 上 局 部 李 氏 . 
定理 3. 5( 锁 链 法 则 ) ” 设 向 量 函 数 g 在 a 可 微 , 导 算 子 为 
Dg(a) ,向量 函数 在 6=g(a) 可 微 , 导 算 子 为 Df(5), 则 复合 向 量 
函数 h=f。g 在 a 可 微 , 且 
Dh(a)=Df (6)Dg (a). 
证 明 考虑 
hlat+u)—h(a)=f[Lg(at+u)]—f[Lg(a)] 
一 (十 u) 一 CO)， (9.2) 
其 中 |u| 很 小 ,v=g (a 十 uw) 一 g(a). 因 为 g 在 a 可 微 ,所 以 
v=g(at+u)—g(a)=Dg (a)utol lul). 
又 f 在 6 可 微 ,所 以 
fbt+v)—f(6)=Df 6)vtol lvl). 
把 这 两 个 关系 式 代 入 式 (3. 2) ,得 到 
hlat+u)—h(a)=Df(6) [Dg a)utol( lu|)J+o(lv|) 
=Df(6)Dg(a)ut+Df (bo |u|)+ol|v|). 
上 式 右 端 第 二 项 显然 仍 为 o(|u|). 第 三 项 也 是 ollu|), 因 为 当 |x| 
一 0 时 |v|/lu| 有 界 .而 这 是 因为 
ju|= 1g(e+z) 一 gCo)| 委 1Dg(Ca)zx|l 十 lo(Clzl)1 
委 ‖Dsg(a) | zl 十 lo(Clzl)|. 
所 以 
hlat+u)—h(a)=Df(6)Dg (a)utol lul). 
这 就 是 定理 所 要 证 明 的 . 
定义 设 zro 是 ”维系 统 (1. 2) 
=f(z) (Eco 
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的 平衡 点 , 即 f(z,)==0. 则 系统 (1.2) 可 表 为 


Y=f(r)=f(7)— fr)=Df(r) (zr—ro) to()r— ro)). 
会 去 上 述 方程 右 端 + 一 zo| 的 高 阶 项 ol |x 一 zo1), 即 得 到 方程 
r=Df/(r) (xr—zro), 
称 此 方程 为 系统 (1. 2) 在 点 ze 处 的 线性 近似 方程 或 变 分 方程 . 
注意 两 点 : 
1. 请 与 前 面 二 维系 统 的 线性 近似 方程 比较 . 
2 变 分 方程 的 定义 可 以 按 下 述 方法 将 其 推广 到 更 一 般 的 情 
况 . 设 p.(xo) 是 系统 二 f(x) 的 一 个 解 ,p,(z) 为 其 邻近 的 解 , 令 
€(2)=9,(7)—9,(r0), 
如 果 &() 很 小 ,可 以 证 明 ,上 略 去 高 阶 项 后 , 它 满足 线性 的 非 自治 系 
统 


E€ =Df (g(x0))€, 
即 


én=| Ej . £01) = (a EC). 


称 以 上 线性 非 自 治 系统 为 系统 + =f(z) 的 相对 于 p.(zo) 的 变 分 
方程 或 线性 近似 方程 . 
定理 3.6 设 原点 O 是 维系 统 (1.2) 
=f(z) (fEC') 
的 平衡 点 ,线性 近似 方程 为 
=Df(0)z. (3. 3) 
若 mw(z) 是 系统 (1. 2) 的 流 , 则 Dp.(0)h 是 系统 (3.3) 的 流 . 
这 个 定理 也 简单 地 叙述 为 : 流 的 导 算 子 是 导 算 子 的 流 . 
证 明 gw:(z) 是 系统 (1. 2) 的 流 , 所 以 


wz)=z+| rm (zx))ds. 
o° 


现在 我 们 对 上 述 等 式 两 端 求 + 在 +=0 处 的 导 算 子 . 因 积分 号 下 
114 


的 函数 对 x 连续 可 微 , 所 以 有 
Dp(0)=1+| Df cp.(0)ds. 


再 把 上 等 式 两 端 对 上 求 微 商 . 因为 有 9,40) 二 0, 应 用 求 导 算 子 的 锁 
链 法 则 就 得 到 


Dp,(0)h=DfCO) Dg ， 


其 中 hE€ER". 即 Dy,(0)h 是 方程 (3. 3) 的 解 . 定理 证 完 . 


$4 轨 线 的 极限 状态 . 极限 集 的 性 质 


设 动力 系统 VCz) 对 应 $ 1 中 维 自治 系统 (1.2) 
z=f(z). (1.2) 
本 节 的 目的 是 讨论 系统 (1.2) 的 轨 线 Pr;(zo) 当 t> 十 co 与 上 一 co 
时 的 状态 . 为 此 先 把 轨 线 分 类 . 
定理 4.1 系统 (1.2) 的 轨 线 gp,(zo) 必 为 以 下 三 类 型 之 一 : 
(1) 不 封闭 . 当 二。 时 ,gr (zo) 关 Po (zo). 
(2) 闭 轨 . 存在 一 个 数 T>0, 使 or(Czo) 一 9o(zo) 一 zo. 但 对 于 
40<t<T, 则 9Czo) 闪 Po(Czo), 即 了 是 周期 ,wsr(zo) 一 gr(Czo)- 
(3) 平衡 点 . Pr(zo) 三 zo- 
证 明 若 解 w(zo) 不 是 类 型 (1), 则 有 已 之 二 使 9 (zo)= 
9 (zo). 应 用 流 的 性 质 得 
Pin (Xo) = Pr, To) =P- Pn (To) 
一 8 -oa (zo) 一 po(Czo) 一 并 
令 r=4s 一 1, 显 然 r>0, 且 r+ 使 下 面 的 等 式 成 立 
gr(Czo) 一 Po(Czo) 一 To. 
令 KK 是 一 切 使 上 式 成 立 的 正 数 + 之 集合 . 因 和 集合 KK 有 下 界 0, 因 
此 有 下 确 界 nm. 于 是 天 内 存在 一 串 这 0, 使 7 一. 
若 m>0. 由 于 9 (xo) 二 zo, 根据 流 的 连续 性 ,就 有 
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Gr, (ro) 一 Zn。 


此 时 轨 线 2(ze) 是 类 型 (2) 的 ,r 就 是 周期 了 
若 rm 一 0, 即 nr. 一 0. 显然 对 任意 固定 的 :有 


‘~ [tj].—o n> o0). 
方 括号 表示 取 整 数 部 分 . 注意 rm 属于 集合 天 ,再 由 流 的 连续 性 得 


凶 (zo) 一 网 -[vrlr (ro) 一 po(Czo) (n>). 

也 就 是 9,(xo) 三 xo, 轨 线 是 类 型 (3) 的 . 

定理 证 完 . 

显然 需要 研究 的 是 不 封闭 轨 线 当 |t| 一 oo 时 的 状态 ,这 种 轨 线 
可 能 非常 复杂 . 

定义 ”车 存在 序列 一 十 oo 使 得 pr. (zo) 一 三, 则 称 亏 为 轨 线 
9(zo) 的 w 极限 点 . 称 9.(zo) 的 所 有 w 极 限 点 的 集合 为 .Czo) 的 避 
极限 集 , 记 作 .zx。). 类 似 地 ,考虑 :一 2, 得 到 轨 线 g.《xo) 的 a 
极限 点 与 a 极限 集 L(xzo) 的 定义 . 

例 1 若 轨 线 8,(zo) 是 平衡 点 , 即 9,(zo) 三 zo, 则 zo 是 轨 线 
9r(zo) 的 唯一 的 极限 点 ,也 是 8:(zo) 的 唯一 的 “极限 点 . 

例 2 闭 轨 yq.(zo) 上 任 一 点 都 是 它 自己 的 “极限 点 ,也 是 a 极 
限 点 . 所 以 闭 轨 是 它 自己 的 w(a) 极 限 集 . 

例 3 若 zs 是 一 个 渐 近 稳定 平衡 点 , 则 它 是 一 切 当 t 一 十 co 
时 趋 于 它 的 轨 线 的 极限 点 . 

例 4 稳定 的 极限 环 是 渐 近 地 接近 于 它 的 轨 线 的 w 极限 集 . 
不 稳定 的 极限 环 是 当 :一 一 co 时 接近 它 的 轨 线 的 “极限 集 . 半 稳定 
极限 环 是 一 些 轨 线 的 w 极 限 集 , 同 时 是 另 一 些 轨 线 的 “极限 集 . 

是 否 极限 集 总 是 闭 轨 线 或 平衡 点 呢 ? 

例 5 二 维系 统 


2 
工 =y+y0—z) [yl| 1- 屯 | ] 
2 
2 


y=z(1—z’) [> 一 2 


116 


以 0(0,0),4(1,0) 与 B( 一 1,0) 为 平衡 点 .O 是 鞍点 ,4 与 B 是 不 
稳定 焦点 . 又 不 难 验算 ,一 z| 1 一 瑟 | 是 轨 线 . 此 平面 系统 的 相 图 
如 图 4. 2. 

平衡 点 O 与 两 条 轨 线 组 成 一 个 模 8 字形 , 它 是 它 的 外 面 的 一 
切 轨 线 的 极限 集 .8 字形 的 右 半 是 它 里 面 除去 平衡 点 4 之 外 一 
切 轨 线 的 极限 集 . 而 4 点 是 这 些 轨 线 的 «极限 集 . 其 左边 类 似 . 


图 4.2 图 4.3 


例 6 第 三 章 37 例 1 中 的 系统 
RR 
$=—y(1—4r’+3y’), 

有 相 图 如 图 4. 3. 

平衡 点 O 与 轨 线 正 z 轴 , 正 > 轴 组 成 第 一 象限 内 除去 平衡 点 
4, 之 外 一 切 轨 线 的 “ 极限 集 . 而 平衡 点 4, 是 这 些 轨 线 的 w 极限 
集 . 另外 三 个 象限 类 似 . 

轨 线 的 极限 集 可 以 刻画 出 当 |:| 很 大 时 轨 线 的 状态 . 

二 维系 统 的 极限 集 比 较 简单 ,三 维系 维 就 有 很 复杂 的 极限 集 
的 例子 . 下 面 给 出 一 般 的 ”维系 统 极限 集 的 几 条 性 质 . 先 介绍 一 个 
概念 . 

定义 集合 4 称 为 不 变 集 , 如 果 zE 4, 则 对 一 切 t€ RR'， 
9(z)E4; 集 合 4 称 为 正 ( 负 ) 不 变 集 ,如 果 zE4, 则 对 一 切 上 0 
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(<0) ,PCz)E4. 

例如 ,图 4. 3 中 任 一 个 象限 都 是 不 变 集 . 

命题 (1) 任 一 整 轨 线 都 是 一 个 不 变 集 . 正 ( 负 ) 半 轨 线 是 正 
( 负 ) 不 变 集 . 

(2) 任 一 个 不 变 集 都 是 由 一 些 整 轨 线 组 成 的 . 正 ( 负 ) 不 变 集 
是 由 一 些 正 ( 负 ) 半 轨 线 组 成 的 . 

证 明 (1) 设 4 是 整 轨 线 , 即 4 是 集合 

{r|r€ER", r=9,(70), 1€E R'). 

为 证 4 是 不 变 集 , 取 去 E4, 由 4 的 定义 存在 TE R' 使 p91(xo) 

一 元 . 考虑 任 一 个 上 E 尺 ,有 
PZ)=9 (Pi(T0))=Ppi1i(T0) EA 
( 因 t 十 TE R'), 即 4 是 不 变 集 . 

同 理 可 得 正 ( 负 ) 半 轨 线 是 正 ( 负 ) 不 变 集 . 

(2) 若 集 合 4 中 包含 着 非 整 轨 线 , 即 有 zo€ 4,tER', 使 
r(xo) 区 A. 那么 集合 4 不 是 不 变 集 . 所 以 不 变 集 是 由 整 轨 线 组 成 
的 . 

类 似 地 可 得 另外 两 个 结论 . 命题 证 完 . 

nn 维系 统 极限 集 的 性 质 : 

性 质 1 极限 集 是 ” 维 空间 中 的 闭 集 . 

证 明 设 z 是 轨 线 w(zo) 的 w 极限 集 忆 -(zo) 的 极限 点 ,于 是 
存在 序列 z,.EL.《zo) ,使 |z. 一 二 | 过 1/n. 因为 rz.EZ-(Czo), 所 以 有 
ttn>n, 使 |9i (zo) 一 z, | 过 1/n. 联合 上 面 的 两 个 不 等 式 ,得 到 一 
串 tt 十 co 使 

1g.(zo) 一 荆 [< 之. 
也 就 是 说 ,z 是 q,(zo) 的 wm 极限 点 ,EL.《zo). 由 此 我 们 证 明了 
L.(zo) 是 闭 集 . 同 理 L.(z。o) 也 是 闭 集 . 


性 质 2 极限 集 是 不 变 集 . 因此 是 由 整 轨 线 组 成 的 . 
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证 明 设 去 EZ-(zo), 即 存在 一 串 如 ,一 十 co ,使 mr (Czo) 一 工 . 
我 们 证 明 对 任意 固定 的 1€ R',9,(z)EL。(zxo). 这 是 因为 ,由 流 的 
连续 性 

pp To)) 9 (I), 
即 存在 序列 :十 上 -十 co ,使 
piri (To) p(T). 

所 以 L.(zxo) 是 不 变 集 . 同 理 L(xo) 也 是 不 变 集 . 

性 质 3 wo) 极限 集 是 空 集 的 充 要 条 件 为 : 上 十 coe( 一 co) 时 
轨 线 趋向 无 穷 


|g(z0) |—o0. 

证 明 二 一. 若 结论 不 对 , 即 存在 常数 M 二 0, 4 一 十 co ,使 
lg (zo) 1 二 M. 既然 go(zo) 有 界 , 所 以 有 收敛 子 序列 9 (TT, 
于 是 去 是 p(xzo) 的 ww 极限 点 ,L.《zo) 非 空 . 

一 一 . 若 结 论 不 对 , 即 有 是 9,(zo) 的 w 极 限 点 ,于 是 存在 
一 十 co 使 9,, (xzo) 一 工 . 既然 9,, (zo) 极 限 存在 ,所 以 它 有 界 , 即 
lg (zo) 1 二 M. 与 假设 矛盾 . 

性 质 4 w(a) 极 限 集 只 有 唯一 的 一 个 点 的 充 要 条 件 是 

lim p(xo) = (Clim g(xo)=7). 

证 明 充分 性 显然 . 下 面 证 明 必要 性 . 

设 z 是 p,(zo) 的 唯一 极限 点 . 若 结论 不 对 , 即 对 某 e 之 0, 存 
在 > 十 oo 使 lp (xo) 一 51>>eo, 但 5 是 w 极 限 点 ,所 以 存在 > 
使 1p"(zo) 一 工 |<eo. 由 流 的 连续 性 ,在 志 与 忆 之 间 有 二 ,使 

|9, (x0) — Z|=eo. 
既然 i,《zo) 有 界 , 所 以 有 收敛 子 序列 Po, To) 因为 tu 一 十 co， 
于 是 去 也 是 9,《zo) 的 w 极 限 点 ,并 且 | 一 | 二 6o, 即 环 革 工 . 矛盾 . 
性 质 5 有 界 区 域内 的 正 半 ( 负 半 ) 轨 线 的 w(a) 极 限 集 是 连通 
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的 . 

证 明 因为 忆 (z) 是 闭 的 , 若 不 连通 , 则 可 分 成 两 个 不 交 的 闭 
集 忆 与 ZL. 设 p(CD ZL) 一 >>0, 分 别 作 亡 ,Z 的 po/3 邻 域 Ki1， 
Ks,Ki 与 天: 不 交 .因为 ,Li 的 点 是 9.(z) 的 w 极 限 点 ,所 以 有 
序列 gu (zx) (局 十 0) 与 (Tz) (4r>4') 分 别 在 Ki 与 天: 内 .由 流 
的 连续 性 ,存在 序列 g,(z) (0 一 二 到 加 ) 在 天, 天: 之 外 .但 {p (x)} 
在 有 界 区 域内 , 故 有 收敛 子 序列 g, (z) 一 zo. 于 是 zoE IL。(z). 同 
时 ,xzo 攻 天 UK: 当然 ro 氧 忆 UL: 一 工 。(Cz). 了 矛盾 . 

性 质 6 4 是 闭 的 不 变 集 (特别 地 ,4 是 一 个 极限 集 ), 若 xoE 
A, 则 L(xo) ,Lr)CA. 

证 明 zoE€4. 若 TEL。(zo), 则 有 二 十 吕 使 gzo) 一 工 . 因 
如 十 co 所 以 mn>N 时 4>0, 而 4 为 正 不 变 ,于 是 p(xzo)CA. 因 
为 4 是 闭 集 ,所 以 EA. 这 就 证 明了 若 4 是 闭 的 正 不 变 集 ,zoE 
4, 则 L(xz)CA. 

同 理 可 得 ,4 是 闭 的 负 不 变 集 ,zo€ 4, 则 L.(zo)CA. 

将 以 上 证 明 合并 就 得 性 质 6. 


35 截 割 与 流 匣 


下 面 几 节 的 目的 是 讨论 平面 上 的 极限 集 . 但 讨论 过 程 中 有 一 
些 结果 对 n 维 空间 也 成 立 . 现在 我 们 把 它们 明确 出 来 . 
第 三 章 中 建立 了 平面 向 量 场 的 无 切线 段 的 概念 . 下 面 完 全 类 
似 地 建立 维 向量 场 的 截 割 的 概念 . 
考虑 8$ 2 中， 维 自 治 系统 (1. 2) 
=f(z) (1.2) 
定义 维 向 量 场 f(x) 连续, 不 是 它 的 平衡 点 , 即 f() 闪 
0. 过 5 取 Rr 中 一 1 维 的 超 平面 五 ,使 f(z) 芯 于 .由 了 的 连续 性 ， 
在 鼠 上 存在 天 的 邻 域 S(n" 一 1 维 的 ), 使 对 一 切 x€S,f(x)& 五. 
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称 $ 为 (x) 在 非 平衡 点 处 的 一 个 截 割 . 

由 截 割 的 定义 立刻 得 到 : 轨 线 w(z) 穿 过 截 害 时 都 是 由 同一 
侧 穿 向 另 一 侧 . 

下 面 证 明 截 割 的 一 个 重要 性 质 . 

命题 1 SS 是 了 在 工 的 一 个 截 割 . 若 ps(zo) 王 工 , 则 存在 z 的 
一 个 邻 域 UCR", 和 U 上 的 一 个 连续 可 微 函 数 +: U 一 R!', 使 r(z。) 
二 to, 并 且 

Pen(T)ES (rEU). 

也 就 是 说 , 若 从 z。 出 发 的 轨 线 经 时 间 to 
到 达 截 割 S 上 的 点 三 , 则 ze 附近 的 点 到 
达 S 所 需 时 间 是 点 的 连续 可 微 函数 ,如 区 
图 4.4 所 示 . 

证 明 为 方便 起 见 , 设 =0. 设 截 0 
割 5S 在 超 平面 态 上 . 令 h 是 连续 线性 映 
射 h: R" 一 R'. 又 TEH 当 且 仅 当 h(x) 中 
三 0. (例如 ,取向 量 x 在 超 平面 H 的 正 图 4.4 
交 补 空间 上 的 投影 为 h(z). ) 

考虑 方程 

GU,7)=h(9,(7))=0, 
显然 有 
Glto,z0)=h(9,, (20))=h(z)=0, 


又 


Ed 3ccm|. 


d 
i ee 


因为 h 是 连续 线性 映射 ,又 S 是 截 割 ,7( 却 ) 和 五 ,所 以 


3 hlp+ar(zo)) —h(9p (zo)) 
5cca| -到 二 
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hl| lim 
根据 隐 函 数 定理 ,有 zx。 的 邻 域 ,在 Zi 上 存在 一 个 连续 可 微 函 
数 1:=r(z), 使 ,=r(z,), 并 且 
G(r(r),r)=0 (rE€EU,), 


即 当 xzEU1 时 有 


Ja ( 工 ) 一 Po( 工 ) 
| h(f(z) EO. 


hl(grn (7T))=0. 
由 hh 的 定义 得 
pun (rENH. 
总 可 以 取 zo 的 充分 小 的 邻 域 U,UCU, ,使 对 一 切 xEU, 有 
pn (rT)ES. 
命题 1 证 完 . 
下 面 我 们 建立 流 昔 的 概念 . 
设 S 是 /在 5 的 一 个 截 制 (在 x 一 1 维 超 平面 矿 上 ). 取 区 间 
(一 cyo)CR: ,于 是 区 域 N=( 一 o,o) XS 在 R" 内 . 定义 一 个 映射 
V: N=>R', 


V(t,r)=9.(7). 
见 图 4. 5. 
H 
pe(x) 
Li 
Ve 
图 4.5 


命题 2 存在 o>>0 使 各 是 双方 单一 的 可 微 映 射 . 
证 明 设 n 一 1 维 超 平面 及 有 参数 方程 


Zi=T(s0 1) i=1,,n). 
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于 是 到 (4,z) 的 分 量 表示 为 
WE TI Ta) = Pu TX) 
W(t Ts Te) = pu(Ti Tn), 
其 中 厂 一 Gys-D, 当 (siDE 王 时 zxE3. 
计算 (一 0 时 的 导 算 子 
3 2% 2% 


DY¥l.-o= 


由 流 的 性 质 , 有 


号 pz) [=f 
又 mCziesz) 一 Caveyz) ,所 以 pa 于 是 


D¥ lo= | ee one 


f i 
因为 当 (s1,…,s,_1) EZ 时 , zES， f(z) 攻 及 , 因 而 f 不 在 理 的 n 
一 1 个 切 向 量 

Br 
Em 
: (i=1,… ,nC—1) 
Dr。 
En 
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所 张 的 空间 内 . 于 是 当 :一 0 时 , 导 算 子 D 更 |,-。 的 行列 式 


Dr Ox 
万 Ee as ， 
下 x0. 
Oz, 9z, 
| Be 


所 以 存在 co 之 0, 使 导 算 子 DV 在 |t|<o, x€ES 上 有 道 . 由 反 函 数 
存在 定理 知 , 亚 将 (0,) 的 开 邻 域 N=( 一 o,o) XS 双方 单一 、 可 
微 地 映 到 zz 在 R" 的 一 个 邻 域 V。. 

定义 称 开 的 邻 域 V,= 吏 (N)(N=( 一 0,0)X5S) 为 流 9,(x) 
在 三 的 一 个 流 匣 , 见 图 4. 5. 

流 匣 V。 的 一 个 极其 重要 的 性 质 是 :如 果 zEV,, 就 有 z= 
9.(y) ,其 中 lt 过 o,yES. 于 是 y=9-,(z) ,| 一 t|<<o. 也 就 是 说 :由 
流 匣 V, 内 任 一 点 工 出 发 的 轨 线 VCz) ,经 过 时 间 z(1i| 过 o) 就 到 达 
截 割 S 上 的 一 点 y. 


§ 6 平面 极限 集 的 性 质 . Poincaré-Bendixson 定理 


我 们 对 平面 上 轨 线 的 极限 集 的 性 质 知道 得 较 多 一 些 , 因 为 平 
面 有 以 下 性 质 : 闭 曲 线 可 以 将 它 分 成 两 个 部 分 . 

定义 ”如果 有 限 或 无 穷 数列 * 单调 , 则 称 点 列 ,二 9 (zo) 沿 
轨 线 gr,(zo) 单 调 . 


x 2 


(a) (b) 
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某 个 点 列 在 轨 线 与 线段 的 交点 上 ,那么 有 可 能 点 列 沿 轨 线 单 
调 ,沿线 段 不 单调 (图 4. 6(a)). 但 如 果 线 段 是 无 切 的 (图 4. 6(b) )， 
则 不 可 能 . 图 4. 6(a) 中 之 线段 不 是 无 切 的 ,例如 在 点 x; 与 zi 之 间 
必 有 轨 线 与 线段 相 切 之 点 . 

引 理 6.1 设 S 是 平面 动力 系统 7 二 f(x) 的 无 切线 段 .平面 
点 列 riyzzyzi,… 是 轨 线 C 与 5 的 交点 , 若 此 点 列 沿 轨 线 C 单调 ， 
则 在 $ 上 也 单调 . (因此 , 若 在 S 上 单调 , 则 沿 轨 线 也 单调 . ) 

证 明 只 要 考虑 三 个 点 ri,zzvzs 就 可 以 了 . 

令 械 是 简单 闭 曲 线 , 它 是 由 轨 线 C L, 

在 zi 与 2 之 间 的 一 段 B, 与 无 切线 段 Ss 

在 zi 与 2 之 间 的 一 段 了 组 成 ( 见 图 

4.7).DD 是 T 所 围 的 有 界 闭 区 域 . 设 轨 线 

在 z: 处 离开 D. (相反 的 情况 ,可 类 似 地 

讨论 . ) 因 轨 线 经 过 无 切线 段 时 都 由 同一 

侧 向 着 另 一 侧 , 于 是 没有 轨 线 可 以 经 过 

T 了 进入 DD. 而 B 是 轨 线 ,也 没有 轨 线 可 以 

经 过 B 进入 DD. 所 以 R' 一 D 是 一 个 正 不 图 4.7 
变 集 . 特别 地 ,对 一 切 : 二 0,9,(x;)€ R’ 一 D. 由 假设 :一 po(Czz) 
(a>0), 所 以 z,ER’ 一 D. 

S 一 T 是 两 个 线段 与 了 ,它们 分 别 以 zi 与 zz: 为 端点 . 现在 
要 证 明 zx;€E 7. 为 此 只 要 证 1,CR’ 一 D, 而 I1,CD. 

以 zx; 为 心 作 小 圆 域 . 过 z; 的 轨 线 在 圆 域内 的 一 段 9,(zx2) (> 
0,t 充分 小 ) 与 B 在 圆 域内 的 一 段 分 别 在 无 切线 段 S 的 两 侧 . 于 是 
可 以 从 点 palzs) (6 之 0,6 很 小 ) 作 小 弧 到 I; 而 不 经 过 的 边界 
.所 以 了, 与 s(x2) 在 全 的 同 侧 , 即 I.CR’ 一 DD. 

可 类 似 地 证 明 ,CD. 引 理 6. 1 证 完 . 

引 理 6.2 若 yEL。(z)( 或 L.(z)), 则 过 y 的 轨 线 与 任意 无 
切线 段 不 多 于 一 个 交点 . 

因为 极限 集 是 不 变 集 , 极 限 集 由 整 轨 线 组 成 ,所 以 引 理 6. 2 可 
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叙述 为 极限 轨 线 与 任意 无 切线 段 不 多 于 一 个 交点 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 ”与 % 是 过 y 
的 轨 线 与 无 切线 段 $ 的 两 个 不 同 的 交点 
(图 4.8). 令 是 (一 1,2) 处 的 流 盏 ， 
并 且 与 V, 不 交 . 令 线段 由 =VinsS, 所 
以 思 与 .也 不 变 . 

因为 极限 集 是 不 变 集 ， 由 整 轨 线 组 
成 , 所 以 wxEZ-(z)( 或 Lo.(z)). 于 是 ,过 
的 轨 线 无 穷 多 次 进入 了 ,由 流 匣 的 性 质 ， 
轨 线 无 穷 多 次 穿 过 J. 所 以 存在 一 个 点 列 

ai， bi, azs, pb 
在 从 x 出 发 的 轨 线 上 单调 ,但 a.€ ,6,.EJs(n 二 1,2,…). 因 .与 
J 不 交 , 这 点 列 不 能 沿 无 切线 段 S 单调 ,与 引 理 6. 1 矛盾 . 引 理 
6. 2 证 完 . 

定理 6. 1(Poincaré-Bendixson 定理 ) ” 若 极 限 集 非 空 有 界 、 
不 包含 平衡 点 , 则 一 定 是 一 条 闭 轨 线 . 

证 明 无 妨 考 虑 极限 集 L.(zx). 由 定理 假设 L.(z) 非 空 , 故 
有 yEL.(z). 

先 证 过 y 的 轨 线 是 闭 轨 线 . 因为 yEL.(zx),L。(z) 是 不 变 集 ， 
所 以 p(y) EL.(z). 因 定理 设 L.(z) 有 界 , 所 以 由 $5 中 极限 集 的 
性 质 3 与 6 得 L.(y) 是 L.(z) 的 非 空子 集 . 

取 zxEL.(y), 由 定理 设 z 不 是 平衡 点 ,所 以 过 zx 有 无 切线 段 
S. 令 V 是 z 处 的 流 早 ,VnS=J. 因 z 是 gq,(y) 的 wm 极限 点 ,因此 
有 二 十 吕 使 p(y) EV. 由 流 车 的 性 质 可 知 ,存在 r,sE R, rs， 
使 


图 4.8 


Py)ETS, p(y)EY. 
另 一 方面 ,由 引 理 6. 2 知 , 轨 线 p.《y) 与 任意 无 切线 段 不 多 于 一 个 
交点 ,所 以 
9.(y)=9,(y), 
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即 有 
9r-:(y) 一 y， 
其 中 一 之 0. 因为 y 不 是 平衡 点 ,根据 $ 4 的 定理 4.1 知 ,过 y 的 
轨 线 是 一 个 闭 轨 线 7,7CL.(z). 
下 面 证 明 : 若 闭 轨 YCL.(7z), 则 7Y=L,(z). 为 此 只 要 证 
,lim dlp(z),7)=0. 

即 对 任 给 的 > 之 0, 存 在 了 ,使 当 之 人 时 ， 

d(g.(7) ,7)<e. 

取 zE7Y, 令 S 是 z 处 的 无 切线 段 .V。 是 = 处 的 流 匣 . 存在 一 串 

过 ts 二 …, 使 
Ts =P (TIES, p(T)>z. 
而 
VCz) 氧 S， 当 zE (tri) (n=1,2,.). 
由 引 理 6. 1 知 ,z, 在 $S 上 单调 . 

正 数 集合 {(t,+ 一 上 ),m 一 1,2,…} 是 有 上 界 的 . 这 是 因为 ,由 = 
EY, 所 以 存在 4 之 0, 使 p.(z)=z. 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,对 充 
分 接近 = 的 z,, 或 者 说 对 充分 大 的 n,9.(z.)EV。. 由 流 苗 的 性 质 知 

Pati(Xa) ES, 
其 中 |i|<o. 总 之 ,对 充分 大 的 ， 
t+1 一 加 < 人 十 0. 
当然 ,无 妨 认 为 上 面 的 不 等 式 对 xz 一 1,2,… 都 成 立 . 

由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 . 对 任 给 的 s。 之 0, 存 在 $ 之 0, 使 当 

jz 一 x1<6, 且 0 二 :4+o 时 ,有 
[9.(z.)—9.(u) |<e. 
对 上 面 的 $ 之 0, 存 在 mw, 使 当 ” 之 mx 时 ,jz 一 z|<<3. 所 以 , 当 
n 宇 no,0 过 1 过 4 十 o 时 ,有 
Ig9.(z.)—9.(z)|<e. 
取 了 一 避 ,对 一 切 上 tPT, 总 有 zE [tytn1)(n 之 no). 此 时 
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dz) TE IgAr)— pz) | 
=|9 (zs)— 9 (z)|, 
其 中 0 过 1 一 .过 ti 一 ,过 4 十 go, 过 mo 所 以 上 过 人 时 有 
d(g.(7),7)<e. 


$7 Poincaré-Bendixson 定理 的 应 用 


引 理 7. 1 设 非 闭 轨 线 LCL.(z), 则 工 的 极限 集 只 包含 平衡 

点 . 
证 明 不 然 , 设 ze 是 也 的 极限 点 ,但 ze 非 平衡 点 . 令 $ 是 xn 

处 的 无 切线 段 ,V 是 流 匣 . 因为 zo 是 工 的 极限 点 ,所 以 有 一 串 沿 志 
单调 的 点 进入 流 车 V. 因为 工 是 非 闭 轨 线 ,所 以 工交 5S 于 一 串 不 
同 的 点 x.. 这 与 上 一 节 的 引 理 6. 2 矛盾 . 引 理 得 证 . 

由 Poincare-Bendixson 定理 可 知 , 有 界 区 域内 任意 轨 线 的 极 
限 集 , 或 是 闭 轨 , 或 包含 平衡 点 . 含 平衡 点 的 又 可 能 是 只 包含 平衡 
点 或 还 包含 着 非 闭 的 极限 轨 线 (由 $ 4 中 极限 集 性 质 5 知 , 不 可 能 
还 包含 闭 轨 , 因 闭 轨 与 其 他 轨 线 不 能 连通 ). 因为 极限 集 有 界 , 所 以 
其 中 的 非 闭 极限 轨 线 的 极限 集 非 空 .由 引 理 7. 1 知 ,这 些 非 闭 的 极 
限 轨 线 以 平衡 点 为 极限 点 . 也 就 是 说 ,有 界 极限 集中 有 非 闭 轨 线 
时 , 必 也 有 平衡 点 ,这 些 平衡 点 同时 也 是 这 些 极 限 轨 线 的 极限 点 ， 
它们 组 成 连通 的 闭 的 不 变 集 . 

将 以 上 讨论 总 结 如 下 : 

定理 7.1 有 界 区 域内 半 轨 线 的 极限 集 只 可 能 是 以 下 三 类 型 
之 一 : (1) 平衡 点 ,(2) 闭 轨 线 , (3) 平衡 点 与 :一 十 co 一 一 co 时 
趋 于 这 些 平衡 点 的 轨 线 . 

还 可 以 进一步 指出 ,类 型 (3) 的 极限 集中 的 平衡 点 不 可 能 是 焦 
点 或 结 点 . 因为 任何 轨 线 只 要 进入 这 两 种 平衡 点 的 充分 小 的 邻 域 
之 内 它 就 趋向 这 个 平衡 点 ,而 不 可 能 有 其 他 极限 点 了 . 所 以 如 果 系 
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统 的 平衡 点 都 是 简单 平衡 点 , 它 必 是 鞍点 ,而 极限 集中 那些 非 闭 轨 
线 是 鞍点 的 分 界线 . 

察看 $ 4 的 例子 可 以 看 到 上 述 三 种 类 型 的 极限 集 . 当然 第 三 
种 还 可 能 更 为 复杂 . 例如 图 4. 9, 外面 的 轨 线 以 两 个 鞍点 和 它们 的 
分 界线 为 w 极 限 集 . 

Poincaré-Bendixson 定理 的 证 明 的 后 半 部 分 不 只 是 证 明了 定 
理 的 结论 ,并 且 给 出 了 轨 线 与 它 的 极限 闭 轨 线 之 间 的 关系 的 图 像 , 
轨 线 在 闭 轨 的 一 侧 绕 着 闭 轨 转 , 每 一 图 都 比 前 一 图 更 靠近 闭 轨 ,并 
且 可 以 任意 地 接近 ,如 图 4. 10. 


(CCXeX9) 


图 4.9 图 4.10 


当然 ,这 里 不 排除 7=L.(z), 同 时 zxE7Y. 也 就 是 , 轨 线 VCz) 
本 身 是 闭 轨 7, 于 是 它 是 它 自己 的 极限 集 . 

下 面 的 引 理 讨论 闭 轨 7 附近 的 轨 线 与 它 的 关系 . 

引 理 7.2 7 是 闭 轨 ,点 z&7, 使 7=L.(z)( 或 L.《z)), 则 7 
的 一 侧 (点 所 在 的 一 侧 ) 附 近 的 轨 线 当 : 一 十 co( 或 :一 一 co) 时 ， 
都 趋 于 7. 

证 明 按 Poincare-Bendixson 定理 x 
的 证 明 , 若 zEy, S 是 = 处 的 无 切线 段 ， 了 
则 取 S 上 点 z, 与 zs+i 之 间 的 一 段 了 ,再 
取 轨 线 wz) 在 z, 与 x+ 之 间 的 一 段 B， 
它们 与 y 一 起 围 成 一 个 正 不 变 集 D. 因 非 
平衡 点 的 集合 是 开 集 ,所 以 ,n 取得 充分 大 
可 使 D 内 没有 平衡 点 ,如 图 4. 11 所 示 . 


图 4.11 
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从 刀 内 任 一 点 y 出 发 的 轨 线 的 “极限 集 L.(y) 非 空 ,有 界 、 不 
包含 平衡 点 ,由 Poincaré-Bendixson 定理 ,L.(y) 是 闭 轨 . 因 d (9 
(7),7) 一 0, 所 以 DD 内 没有 闭 轨 . 于 是 L(y)=7. 

引 理 7. 2 证 完 . 

极限 环 是 指 孤 立 的 闭 轨 . 引 理 7. 2 中 的 闭 轨 是 否 为 极限 环 呢 ? 
事实 上 , 当 二 维系 统 7 二/(z) 的 右 端 解 析 时 ,任何 闭 轨 或 为 极限 
环 ,或 者 在 它 的 充分 小 的 邻 域内 全 是 闭 轨 . 即 不 存在 那 种 闭 轨 , 在 
它 的 任意 邻 域内 又 有 闭 轨 ,又 有 非 闭 轨 ( 不 证 明了 ). 因此 , 若 闭 轨 
7=L.(z)( 或 L.(7+)), 且 xz 多 7, 则 7 是 极限 环 , 且 有 一 侧 是 稳定 的 
(不 稳定 的 ). 

定理 7.2 DD 是 有 界 正 不 变 集 , 有 轨 线 进入 D, 则 D 包含 平衡 
点 或 极限 环 . 

证 明 设 轨 线 g(x) 进 入 DD, 则 L.(z)CD,L.(z) 有 界 、 非 空 . 
由 Poincaré-Bendixson 定理 . 引 理 7. 2 与 上 面 的 讨论 可 知 ,L(x) 
若 不 包含 平衡 点 则 为 极限 环 . 所 以 D 内 有 平衡 点 或 极限 环 . 

引 理 7.3 若 极 限 环 7 与 7, 围 成 环形 区 域 C, 其 中 无 平衡 点 
和 其 他 闭 轨 . 则 内 环 外 侧 稳 定 , 外 环 内 侧 不 稳定 ;或 内 环 外 侧 不 稳 
定 , 外 环 内 侧 稳定 . 

证 明 由 假设 C 是 不 变 集 , 取 IEG,TEY! U7;, 则 对 一 切 t， 
p(X)EG. 从 而 上 .(zx) 与 L.(x) 都 在 G 内 . 因 G 有 界 ,所 以 L,(x) 
与 L.(z) 有 界 、 非 空 .又 G 内 不 包含 平衡 点 ,由 Poincaré-Bendixson 
定理 知 ,L.(z) 与 L.(z) 都 是 闭 轨 ,但 不 可 能 有 工 .(zx)=L.(z)=7， 
因为 否则 在 闭 轨 y 上 取 一 点 =, 作 = 的 无 切线 自 S$, 则 有 数列 一 
十 co, 六 一 一 co ,使 点 列 

VCr)ES， P(r)>z, 
PTIES, 980(Cz) 一 z， 
并 且 是 在 7 的 同一 侧 . 这 与 8 6 的 引 理 6.1 矛盾. 
又 G 内 无 其 他 闭 轨 ,所 以 L.(x) 与 L,(z) 就 是 7 与 7,. 引 理 证 
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完 . 
定理 7.3 环形 区 域 R 的 边界 上 轨 线 自 外 向 内 ,又 R' 内 无 

平衡 点 , 则 R 内 至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 . 

定理 7.4 区 域 D 的 边界 上 轨 线 自 外 向 内 ,又 D 内 除去 不 稳 
定 的 焦点 或 结 点 之 外 无 其 他 平衡 点 , 则 D 内 至 少 有 一 个 稳定 的 极 
限 环 . 

这 两 个 定理 就 是 第 三 章 § 5 的 2. 中 的 定理 5. 3 与 定理 5. 4. 
经 过 上 面 的 讨论 ,这 两 个 定理 的 结论 是 不 难得 到 的 了 . 
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第 五 章 ”振动 方程 与 生态 方程 


$1 振动 方程 


1. 列 方程 


考虑 一 个 RLC 线路 . 以 igvizvic 和 vr,visve 分 别 表示 经 过 电 
阻 R, 线 圈 工 及 电容 C 的 电流 和 所 产生 的 电压 差 , 其 方向 如 图 5. 1 
所 示 . 

根据 Kirchhoff 电流 定律 和 电压 定律 ,有 

ir=iL=—ic 和 vR 十 w 一 vc 
由 一 般 欧 姆 定律 ,我 们 又 有 
Jia) 一 up- 

该 了 在 in-va 平面 上 的 图 形 称 为 电阻 的 特性 曲线 . 例如 图 5. 2 就 是 
某 电阻 的 特性 曲线 . 


Ua 


Va=f (ip) 


其 中 二 >0 称 为 线圈 的 电感 . 
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关于 电容 器 ,由 Cvc 二 ge, 我们 得 到 
cee 
dt 
其 中 C>0 是 电容 器 的 电容 . 
由 此 我 们 得 到 6 个 变量 满足 的 6 个 方程 ,其 中 出 现 ii 与 ve 的 
微 商 . 所 以 我 们 用 i 与 ve 表示 其 他 变量 : 
Wby. Hb 
vg=f(irp)=f(i), v=vc—vr=ve—f (i); 
并 得 到 RLC 线路 的 微分 方程 组 
di 


L fi), 


duc 了 
C 了 = 一 以 


为 简单 起 见 , 取 世 =1,C=1. 又 记 立 一 zyuc 一 入 我 们 得 到 rz-y 平面 
上 的 一 个 微分 方程 组 


《1.1) 


现在 转 而 考虑 力学 系统 . 例如 一 个 弹簧 质点 系统 的 振动 , 设 阻 
力 与 质点 的 速度 成 正比 . 大 家 熟知 ,质点 的 运动 满足 线性 微分 方程 
mY +br 十 kr 二 0. 
单 自由 度 系 统 的 一 般 的 振动 方程 为 
革 十 FGz) 工 十 ECz) 一 0， (1.2) 
其 中 g(z) 是 力 ,jz) 工 是 阻尼 ， 
现在 我 们 将 方程 (1. 2) 化 为 方程 组 . 一 般 地 , 令 工 二 y, 得 到 等 
价 方程 组 
=y，, 
y=—g(r)—f(r)y. 
我 们 还 经 常 地 作 下 面 的 变换 , 即 令 y= 十 F(z), 其 中 


(1. 3) 
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FCo=| reodr 
0 


于 是 方程 (1. 2) 有 等 价 方程 组 
=y—F(z), 
a 人 
方程 组 (1. 3) 的 相 平面 是 
(zy) 一 (z, 工 )， 
方程 组 (1.4) 的 相 平面 是 
(zyy) 一 (z, 工 十 已 (z)). 
也 就 是 说 ,速度 不 再 是 点 对 
横 坐标 轴 的 坐标 ,而 是 点 对 “ 曲 
线 坐 标 轴 ”F(z) 的 坐标 , 见 图 
图 5.3 5. 3 
比较 方程 组 (1. 4) 与 (1. 1) ,我 们 看 到 ,方程 组 (1. 1) 是 (1. 4) 中 
当 g(z) 三 z 的 特殊 情况 . 所 以 ,下 面 我 们 仅 讨论 方程 组 (1. 4) ,或 
它 的 等 价 方程 (1. 2) 
+f(r)r+g(r)=0. 
这 个 方程 称 为 Lienard 方程 ,而 著名 的 Van der Pol 方程 
守 十 p(z: 一 1) 工 十 z 一 0 (p>0) 


是 它 的 一 个 特例 . 


2. 形式 最 简单 的 方程 


若 方 程 组 (1.4) 中 取 
F(x)=Kzr (K>0), gz) 一 zy 
于 是 方程 有 最 简单 的 形式 
J (1.5) 
?一 一 工 。 
此 为 线性 方程 
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因为 4 的 特征 值 是 
:一 (一 开 士 V 玉 2? 一 4)/2， 

其 实 部 总 是 负 的 ,所 以 ,平衡 点 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 .天 过 2 时 
(0,0) 是 结 点 ; 开 <<2 时 (0,0) 是 焦点 . 从 任何 状态 开始 的 轨 线 都 趋 
于 (0,0). 

方程 组 (1. 5) 是 方程 组 (1. 1) 中 电阻 特性 曲线 f(x)=Kz 的 
情况 ,也 就 是 一 个 普通 电阻 ve= Kix 的 情况 . 平衡 点 (0,0) 为 渐 近 
稳定 , 正 是 电阻 消耗 的 效果 . 


3. 一 般 情况 

定理 1.1 在 方程 (1.2) 中 ,车 有 

(1) f(z) 是 偶 函 数 ,f(0) 二 0; g(Cz) 是 奇 函 数 ,zg(z) 二 0, 当 
xX0; 

(2) F(z),g(Cz) 连 续 , 又 g(z) 满 足 李 氏 条 件 ; 

(3) P(z) 一 | /zydz 一 土 co, 当 z 一 士 co 

(4) F(z) 有 一 个 正 的 简单 零点 z=a, 当 zx 之 a 时 ,F(z) 随 工 
单调 增加 ， 
则 方程 (1. 2)7 有 了 唯一 的 周期 解 ,并 且 此 周期 解 稳定 . 

我 们 在 证 明定 理 1. 1 之 前 , 先 用 定理 的 条 件 检验 Van der Pol 
方程 . 很 容易 看 到 它 满足 一 切 条 件 , 所 以 它 有 唯一 稳定 的 周期 解 . 

定理 1. 1 的 证 明 ”考虑 方程 (1. 2) 的 等 价 方程 组 (1. 4) 

| =y—F(z), 
y=—g(z). 

为 了 证 明定 理 ,我 们 只 要 证 明 方程 组 (1.4) 有 唯一 稳定 的 极限 环 . 

因 F(z) 连 续 ， 


Fc)=| fdz, 
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所 以 F(z) 满足 李 氏 条 件 . 又 由 假设 ,g(z) 满 足 李 氏 条 件 , 所 以 过 
z-y 平面 上 任 一 点 都 存在 方程 组 (1. 4) 的 唯一 解 . 
为 g(r) 只 有 唯一 的 零点 z=0, 又 (0) 二 0, 所 以 方程 组 
(1.4) 只 有 唯一 的 平衡 点 (0,0). 于 是 该 方程 组 的 任 一 闭 轨 必 包 围 
着 (0,0). 

向 量 场 (y 一 F(z), 一 g(x)) 的 水 平等 倾 线 +=0, 与 铅 直 等 倾 
线 y= 一 F(z) 将 平面 分 为 4 部 分 ,每 部 分 中 向 量 场 方向 大 致 如 图 5. 4 
所 示 . 由 于 F(z) 与 g(z) 皆 为 奇 函 数 ,因此 向 量 场 关于 原点 是 对 称 
的 . 

在 曲线 y=F(r) 上 取 一 点 B, 记 点 B 的 横 坐 标 为 a, 经 过 B 点 
的 轨 线 为 T.. 设 T, 与 正 , 负 y 轴 交 于 点 4,C( 在 下 面 的 命题 中 将 
证 明 ), 见 图 5. 5. ,为 闭 轨 之 充 要 条 件 是 |041= |OC1. 


Xr) = +GCz), 


其 中 ， 
GD= eco)dz. 
上 式 右 端 第 一 项 交 /2 可 以 视 为 动能 ,第 二 项 G(z) 是 位 能 ,所 以 


A(z,y) 是 总 能 量 . 沿 着 方程 组 (1. 4) 的 轨 线 ,总 能 量 4 的 变化 率 为 
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da 
dt 


yy+g(r)r Fl(r)g(r)=F(r)y. 


(5.4) 


所 以 
dA=F(z)dy. 
于 是 , 沿 轨 线 .上 4BC 一 段 能 量 的 改变 为 


[=| rdy AKC) X44)= 去 [locl 1041]. 
BC ABC 
现在 我 们 定义 一 个 a 的 函数 
m=| di=| Fdy. 


于 是 ,为 闭 轨 之 充 要 条 件 变 为 : wa)=0. 

下 面 研究 函数 g(a) 的 性 质 . 

(a) a<a( 即 条 件 (4) 中 之 a). 则 沿 着 曲线 ABC 有 F(x)<<0. 
又 dy<0, 所 以 


wo=| 一 F(zr)dy>0. 
会 


(b) a>a. 此 时 直线 z=a 与 曲线 ABC 的 交点 M 与 N, 将 了。 
分 成 三 段 , 即 A 、MBN 与 KC , 见 图 5.6. 记 


po=|- 下 (z)dy， 

AM 

gua) =| 一 下 (z)dy， 
MBN 


px 一 | 下 (z)dy. 
NC 


由 方程 组 (1. 4) 有 


=—&8(7). 
dy 大 ECzJdz， 


所 以 


(ER) 
EC Fe 


车 a 增加 , 则 弧 A 用 升 高 ,对 固定 


137 


的 zx,y 一 Fr) 增 加 ,又 一 FCz)g(Cz) 盖 0, 所 以 pi(c) 减 小 . 

类 似 地 ,a 增加 时 pr(c) 也 减 小 . 

若 w'>a, 有 以 为 横 坐 标 , 轨 线 4'B'C' 交 直线 +=a 于 M 
和 NM'. 过 M 与 N 分 别 作 平行 zx 轴 的 直线 与 曲线 M'B'N' 交 于 点 
PP 和 P'( 见 图 5.6), 于 是 

| Fody-| Fody+| Pondyt | Flr)dy 
在 弧 MP 与 PN' 上 .因为 有 F(x)>>0,dy<0, 所 以 
Feody<o， | 一 Fody<o 
于 是 
| F(z)dy< 上 F(z)dy. 
MEN' PP 
曲线 MBN 与 PB'P' 定 义 在 相同 的 y 的 区 间 上 , 设 它们 的 方 


程 为 : -=x1(y) 与 =zo(y). 显然 ,Tz1(y) 二 zz(y). 由 此 定理 的 条 
件 (4) 知 ,0 二 F(zi(y)) 过 F(zrs(y)). 又 dy 二 0, 所 以 


ja F(z)dy< i F(z)dy. 
Pr MBN 
结合 上 面 的 两 个 不 等 式 ,得 到 
| 二 Foody< [二 reody 

MBN MBN 

即 
pia) pula). 

也 就 是 ,a 增加 时 pu(a) 碱 小 . 

总 之 , 当 a>a 时 ,qla) 是 a 的 递 碱 函数 . 

(c) 现在 证 明 , 当 一 十 co 时 ,Ya) 一 一 co. 为 此 , 取 z 使 <<< 
a. 直线 zx=z 与 曲线 MBN 交 于 点 Q 与 Q',Q' 在 下 半 平 面 
( 见 图 5. 7). 在 曲线 QBQ' 上 有 zx 之 xz, 于 是 ,F(z) 之 F(z1)>>0. 所 
以 

[roy <|,, Fedy <F(z)| dy 
MBN QBQ QBQ 
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一 一 F(zi)1QQ 1. 
由 此 得 到 
—9 = 一 | 二 Fl(r)dy 
>F(r)* IQQ |>F(r) Fla). 
因为 im Fo) 一 十 co ,这 就 证 明了 当 一 十 co 时 ,gr(o) 一 一 cc. 又 
a>a 时 ,yp'(a) 与 te) 是 w 的 递减 函数 ,所 以 , 当 < 一 十 co 时 g(a) 
总 结 以 上 讨论 ,函数 P(c) 具 有 性 质 : 当 a 过 a 时 ,8(c) 二 0; 
4 之 a 时 ,gla) 单 调 下 降 ; 当 a 一 十 2 时 ,pla) 一 一 oo0, 又 因为 qla) 是 
连续 的 (在 下 面 的 命题 中 将 证 明 ), 所 以 存在 唯一 的 a, 使 得 (av) 
一 0. 也 就 是 方程 组 (1. 4) 有 唯一 的 闭 轨 有 


图 5.7 图 5.8 


很 容易 看 出 ,T 是 一 个 稳定 的 极限 环 . 这 是 因为 , 若 “<<a, 由 
上 面 的 结论 可 知 ,P(a) 之 0, 即 MXC) 之 (4). 因 而 点 C 比 点 A 更 澡 
近 T.,, 见 图 5. 8. 由 向 量 场 关于 原点 的 对 称 性 ,与 曲线 ABC 关于 
原点 对 称 的 曲线 A'B'C' 也 是 轨 线 . 又 由 解 的 唯一 性 , 轨 线 不 能 相 
交 ,所 以 轨 线 AC 当 : 增加 时 再 一 次 与 正 y 轴 相 交 的 交点 A 必 比 
A 更 擎 近 .类 似 地 ,外 面 的 轨 线 也 趋 于 ,所 以 ,是 个 稳 


定 的 极限 环 . 
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定理 证 完 . 
命题 “>>0,， g(a) 是 a 的 连续 函数 . 
证 明 先 证 明 gka) 对 a>>0 有 定义 . 对 任意 c>>0, 有 点 B 在 铅 
直 等 倾 线 y=F(r) 上 ,使 点 B 
的 横 坐 标 为 a. 由 向 量 场 的 性 
质 ,过 点 B 的 轨 线 , 当 1 增 加 时 
进入 区 域 : 0 二 + 过 a; 一 co<y 
二 F(x)( 见 图 5.9). 如 果 轨 线 
对 任意 1 二 0 达 不 到 直线 y= 
yo 其 中 ymin {F(z)}. 则 
轨 线 必 与 负 y 轴 相 交 ; 如 果 轨 
线 在 t=w 时 达到 y=y。 上 一 

图 5.9 点 P(xzo,yo), 则 轨 线 进入 区 域 
0:0<z<ai 一 c<<y 忆 .因为 在 2 内 有 

|> 一 F(z)|>c>>0， 


所 以 z 对 :的 变化 率 
|=ly-r nl>o>0. 
轨 线 从 P 再 经 过 时 间 
dz 0 dz 
一 on 人 R= TD=FGJT < nm 


就 达到 负 y 轴 . 总 之 , 轨 线 必 与 负 y 轴 相 交 , 记 交点 为 C. 类 似 地 ， 
过 点 妃 的 轨 线 当 上 减少 时 , 必 在 某 时 刻 与 正 y 轴 相 交 , 交 点 记 为 
4. 所 以 ,对 任意 c>0 


Ga) =| 全 下 (z)dy 


有 定义 . 
为 证 明 Ka) 连续 ,把 wa) 写 为 


ro=|- Fcody+| ~ Flzr)dy. 
AB BC 
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设 轨 线 4BC 有 方程 : zx 一 z(t),y 一 y() ,其 中 轨 线 4B 对 应 : Bt 
委 0; BC 对 应 : 0<t1 过 7. 于 是 


go 一 | Fy Caet| Fz)y (de. 
; 


由 解 zx 一 zi),y 一 yt) 对 初 值 B 的 连续 依赖 性 ,又 由 于 正 、 负 y 轴 
是 向 量 场 的 无 切线 段 ( 截 割 ), 由 截 割 的 性 质 知 ,从 点 B 出 发 的 轨 
线 到 达 正 、 负 y 轴 的 时 间 与 7 是 B 的 连续 映射 .而 B 连续 依赖 
于 4, 所 以 we) 是 “的 连续 函数 . 

命题 证 完 . 

由 定理 1. 1 的 证 明 可 以 看 到 ,质点 从 平衡 位 置 z=0 以 速度 
之 一 104| 振 动 . 当 到 达 xz 一 (ac 之 0) 时 ,速度 之 一 0. 再 回 到 平衡 位 
置 zx 一 0, 此 时 速度 工 一 一 1OC1. 如 果 总 能 量 不 变 , 即 8(a) 一 0， 
IoC1=1041. 那么 由 系统 的 对 称 性 ,质点 向 z<0 的 方向 振动 ,再 返 
回 到 平衡 位 置 z=0 时 ,一 定 也 有 相同 的 速度 和 相同 的 能 量 ,于 是 保 
持 一 定 的 振幅 ,出 现 周期 的 运动 ;如 果 总 能 量 增加 , 即 Ke) 之 0, |OC| 
1041, 那么 振幅 就 要 增 大 ; 如 果 总 能 量 减少 ,那么 振幅 要 减 小 . 


4. 对称 原 理 


因 前 面 研究 方程 组 (1. 4) 时 应 用 了 轨 线 关于 原点 的 对 称 性 ,就 
使 得 周期 解 存在 问题 简化 为 轨 线 在 正 、 负 y 轴 上 有 相等 的 截 距 . 
类 似 地 ,应 用 对 称 性 讨论 二 阶 系 统 
之 一 已 (zy,y)， 
y=Q(z,y). 
设 它 以 (0,0) 为 平衡 点 ,又 对 变量 z,P(z,y) 是 偶 函 数 ,Q(z,y) 是 
奇 函数 , 即 
己 ( 一 rz,y) 王 P(z,y)，Q( 一 rz,y) 一 一 QCz,y). 
因为 该 二 阶 系统 的 等 价 方程 是 


dy _Q(z,y) 
dz P(xz,y)' 
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以 一 + 换 工 代入 方程 ,方程 不 变 . 所 以 , 它 的 轨 线 关于 y 轴 对 称 的 
像 也 是 轨 线 . 于 是 为 了 证 明 上 述 二 阶 系统 从 > 轴 上 出 发 的 一 条 轨 
线 是 闭 轨 ,只 要 证 明 该 轨 线 会 再 一 次 返回 到 y 轴 上 . 

我 们 知道 , 非 线 性 系统 

于 一 一 ?十 P:(Cz,y)， 
| = 十 Q(T,y) 

(Pi,Q; 解析 ,其 中 z,y 至 少 是 二 次 项 ) 的 平衡 点 (0,0) 或 是 中 心 ， 
或 是 焦点 . 总 之 ,(0,0) 附 近 任 一 从 y 轴 上 出 发 的 轨 线 都 会 再 一 次 
返回 到 y 轴 上 .于 是 ,应 用 对 称 原理 立刻 得 到 一 个 很 简单 的 中 心 判 
断 法 : 若 对 z 而 言 ,P:(z,y) 只 含 偶 次 项 ,Q:(z,y) 只 含 奇 次 项 , 则 
《0,0) 是 以 上 系统 的 中 心 . 

应 用 关于 轴 的 对 称 性 ,可 完全 类 似 地 讨论 闭 轨 的 存在 问 
题 . 


3832 生态 方程 


先 介绍 几 个 基本 概念 . 

出 生 ( 死 亡 ) 率 ”单位 时 间 内 每 N 个 成 员 中 出 生 ( 死 亡 ) 的 成 
员 数 与 N 之 比 . 

增长 率 ”单位 时 间 内 每 N 个 成 员 中 增长 的 成 员 数 与 N 之 
比 , 其 中 N 是 一 个 适当 的 数 , 例 如 1000. 

显然 以 上 三 者 有 关系 

增长 率 = 出 生 率 一 死亡 率 . (2.1) 

设 时 刻 上 某 物种 的 成 员 数 为 y, 即 ?一 y(z). 则 从 上 到 z 十 At 时 

成 员 数 增长 
Ay=y(t+At)— y(t). 
所 以 ,从 上 到 :十 At 这 段 时 间 中 的 平均 增长 率 为 
Ay 
At*» y(t)” 
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当成 员 可 数 时 ,成 员 数 是 非 负 整数 . 如 果 对 一 系列 时 间 ,t， 
…, 知 道 相应 的 成 员 数 >(t) 为 : 
N=yt), ys=y(t,), 
那么 我 们 把 y(t) 开拓 为 实 变数 :的 非 负 实数 值 y 的 函数 y=y(z)， 
并 且 使 y(1) 连 续 , 有 连续 导数 . 这 样 一 . 就 得 到 


0 
t 时 刻 的 增长 率 = lim A7 Ep (2.2) 


以 下 对 一 个 物种 、 两 个 作为 捕 者 与 食 的 物种 ,以 及 两 个 竞争 物 
种 的 情况 分 别 进行 讨论 . 
1. 一 个 物种 

分 别 对 增长 率 的 各 种 情况 进行 讨论 . 


1) 增长 率 是 常数 wc(a>0) 
此 时 根据 式 (2. 2) ,物种 成 员 数 > 一 >() 应 满足 微分 方程 


即 
ri (2.3) 


设 :=0 时 ,成 员 数 为 y(0), 则 满足 此 初 条 件 的 解 为 
y(t)=y(0)e"™. 

显然 ,只 要 ?(0) 之 0, 就 有 lim y(t) 三 十 oo. 也 就 是 说 ,物种 的 成 员 
数 会 无 限 地 增长 . 

2) 增长 率 依赖 于 主要 食物 供给 重 clo 二 0) 

设 维持 该 物种 生存 的 最 低 食物 供给 量 为 oo. 例如 , 某 种 猫 舍 食 
鼠 为 生 . 捕食 鼠 首 先 要 有 机 会 遇 到 鼠 ,因此 维持 这 种 猫 的 生存 就 要 
在 它 的 活动 范围 内 有 一 个 最 低 的 鼠 的 只 数 ro, 当 c>ce 时 增长 率 
为 正 ; co<oo 时 增长 率 为 负 ; a 一 co 时 增长 率 为 零 . 

取 满 足以 上 条 件 的 增长 率 的 最 简单 的 形式 
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增长 率 =a(c 一 m) (a>0). 
于 是 由 式 (2. 2) 得 到 该 物种 成 员 数 y=v(?) 应 满足 的 微分 方程 


dy 
他 =a(o-o)y, (2. 4) 


其 中 常数 a 与 me 反映 该 物种 的 特性 ,而 常数 o 与 环境 有 关 . 此 方 
程 满足 :=0 时 > 一 y(0) 的 解 为 
yiD) 一 y(C0)e" 0 
[0， 当 c<oo， 
显然 dim y=1y(0), 当 c=0。s 
十 2o， 当 o>o. 
这 表示 无 论 开始 时 有 多 少 成 员 , 当 o>o6 时 ,物种 成 员 将 无 限 增 
长 ; 当 o=oo 时 ,物种 成 员 数 维持 不 变 ; 而 o<o 时 ,此 物种 将 死 尽 . 
由 此 可 见 , 同 一 个 物种 在 不 同 的 环境 里 将 有 不 同 的 前 途 . 
3) 增长 率 与 物种 的 成 员 数 有 关 
例如 成 员 多 ,就 有 居住 拥挤 .疾病 易于 传染 、…… 社会 摩擦 ; 当 
然 也 有 利于 集体 捕食 ,抵御 外 物种 的 攻击 ,…… 正 的 社会 现象 . 
现在 我 们 只 考虑 社会 摩擦 . 设 成 员 数 有 一 个 极限 值 7, 即 当成 
员 数 超过 7 时 增长 率 为 负 的 . 取 
增长 率 =c(7 一 y) 《ce>0). 
于 是 物种 成 员 数 满足 极限 增长 方程 
=e wy (>0,7>0). (2.5) 
方程 右 端 出 现 了 非 线性 项 一 一 c 交 , 它 反映 社会 摩擦 . 


显然 ,y 三 0,y 三 7 都 是 方程 (2. 5) 的 解 .而 :=0 时 y=y(0) 
(y(0) 志 0,y(0) 寺 四 的 解 是 


| _y(CO) | 
| 区 >(0|， 


| i 
ln | 7ct 十 ln 


当 上 一 十 co 时 y 一 了 
亦 即 , 若 开 始 时 物种 成 员 数 为 0 或 7, 则 分 别 保持 此 成 员 数 . 
而 开始 时 ,不论 成 员 数 是 多 于 了 还 是 少 于 7, 终 将 达到 极限 值 7. 
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2. 捕 者 与 食 


两 个 物种 ,一 个 的 地 位 为 捕 者 ,其 成 员 数 为 y; 另 一 个 的 地 位 
是 食物 ,其 成 员 数 为 x. 下 面 分 别 对 忽略 社会 现象 和 考虑 社会 摩擦 
来 进行 讨论 . 

1) 忽略 社会 现象 

捕 者 y 的 食物 量 是 食 的 成 员 数 x+, 应 用 本 节 1. 的 2) 中 的 结论 
得 到 捕 者 y 满足 的 微分 方程 


其 中 >>0,oo>0, 且 皆 是 常数 . 我 们 把 方程 改写 为 


昱 -cz-D)y (C>0,D>0). (2. 6) 


设 食 的 食物 是 充分 供给 的 ,有 一 个 稳定 的 出 生 率 A. 至 于 
的 死亡 率 等 于 单位 时 间 内 食 的 + 成 员 中 的 死亡 数 与 x 之 比 .而 单 
位 时 间 内 食 的 z 成 员 中 的 死亡 数 应 该 与 x 及 y 都 是 成 正比 的 ,是 
Bzy. 这 是 因为 两 倍 的 猫 将 吃 掉 两 倍 的 鼠 ; 鼠 有 两 倍 就 使 猫 有 两 倍 
的 机 会 遇 到 鼠 . 于 是 由 式 (2. 1) 得 


工 的 增长 素 一 A 一 222A 一 By. 


从 而 得 到 食 z 满足 的 微分 方程 
学 =(4-By)z (A>0,B>0). (2.7) 
联合 方程 (2. 6) 与 (2.7) 得 到 Volterra-Lotka 的 捕食 方程 
z'=(A—By)z, 
(A,B,C,D 和 (2.8 
y=(Cr—D)y CD 下 


我 们 在 右上 半 平 面 R(z 之 0,? 之 0) 中 讨论 它 的 相 图 . 
系统 (2. 8) 有 平衡 点 O= (0,0) 与 > 一 (CD/C,4/B)= (元 ,7). 
O 是 鞍点 ,不 稳定 . 而 = 可 能 是 中 心 或 焦点 (稳定 或 不 稳定 ). 
邻 z'=0, 得 z=0 与 y=A/B. 令 y=0, 得 y=0 与 z=D/C. 
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I 二 0 与 y=0 都 是 轨 线 . 直线 >=4/B 是 铅 直 等 倾 线 ;r= 二 D/C 是 
水 平 倾 线 . 它们 把 右上 半 平 面 R' 分 成 4 块 ,每 一 块 中 x 与 y 的 符 
号 不 变 . 向 量 场 的 方向 大 致 如 图 5. 10 所 示 . 轨 线 z=0 与 y=0 的 
方向 也 见 图 5. 10. 

将 方程 (2. 8) 中 两 式 相 除 ,得 方程 


dy_ (Cr—D)y 
dr (4 一 BT 


分 离 变量 , 求 出 解 
Crz 十 By 一 Dlnz 一 4lny 一 A. 
也 就 是 说 ,方程 (2. 8) 的 轨 线 沿 着 函数 
H(zr1y)=Cr+By— Dlnzr— Alny 
的 等 位 线 . 显然 ,函数 媚 (z,y) 在 尺 内 以 点 z= (D/C,A/B) 为 唯 
一 的 极 值 点 ( 极 小 ). 所 以 方程 的 每 一 条 轨 线 (除去 平衡 点 与 坐标 轴 
之 外 ) 都 是 闭 轨 ,z 是 中 心 , 相 图 如 图 5. 11. 


图 5.11 


由 相 图 可 见 , 如 果 开 始 时 只 有 捕 者 而 没有 食 ,结果 是 捕 者 死 
尽 ;如 果 从 一 开始 就 没有 捕 者 ,那么 食 会 无 限 增长 ;如 果 开 始 时 捕 
者 成 员 数 为 A/B, 食 的 成 员 数 为 D/C , 则 将 永远 维持 这 个 平衡 状 
态 ; 如 果 开 始 时 两 物种 的 成 员 数 (z(0),>(0)) 有 z(0) 之 0,y(0) 盖 
0, 但 不 是 (D/C，,4/B), 则 捕 者 与 食 的 成 员 数 将 循环 振荡 ,没有 一 
种 会 死 尽 , 也 没有 一 种 会 无 限 增长 . 
146 


2) 考虑 社会 摩擦 
像 在 本 节 1. 的 3) 中 一 样 ,由 于 考虑 社会 摩擦 ,所 以 要 增加 非 
线性 项 ,由 方程 (2. 8) 进 而 得 到 极限 增长 的 捕食 方程 
TATBy he, (B.C,Ddp EE). (2.9) 
y=(Cr—D—py)y 
此 时 右上 半 平 面 R' 被 铅 直 等 倾 线 
L: A— By—Ar=0 
与 水 平等 倾 线 
M: Cr—D—yy=0 
分 成 几 块 ,每 一 块 内 x' 与 y' 不 变 符号 . 下 面 分 别 对 两 条 直线 在 R' 
内 相交 或 不 交 进 行 讨论 . 
(1D 工 与 MM 在 RR' 内 不 交 . 此 时 人 < 全 
平衡 点 有 两 个 ,(0,0) 是 鞍点 ;(4/4,0) 是 渐 近 稳定 的 平衡 点 . 
因为 闭 轨 要 包围 平衡 点 ,而 R! 内 无 平衡 点 ,所 以 在 R!' 内 没有 极限 
环 . 
相 图 如 图 5. 12. 初 值 在 > 轴 上 的 轨 线 趋 于 原点 , 初 值 在 R' 内 
或 + 轴 上 的 轨 线 都 趋 于 平衡 点 (4/X4,0). 也 就 是 说 ,不 论 开始 时 捕 
者 与 食 的 成 员 各 是 多 少 ,将 以 捕 者 死 完 而 告终 . 如 果 开始 时 有 食 ， 
那么 食 的 最 终 成 员 数 将 稳定 于 4// 
(2) 了 与 M 在 民 内 相交 .此 时 如 < 人 . 


平衡 点 有 三 个 : (0,0)、(A/4,0) 与 z=(z,5),z 是 直线 虐 与 
M 之 交点 . (0,0) 与 (4/4,0) 是 鞍点 ,而 z 是 一 个 渐 近 稳定 的 平衡 
点 . 其 方向 场 如 图 5. 13 所 示 . 

现在 R' 内 有 平衡 点 ,所 以 可 能 有 围绕 着 = 的 闭 轨 . 下 面 我 


们 证 明 没有 闭 轨 . 
如 果 围绕 着 = 有 闭 轨 Tu, 其 方程 为 
Z 一 Z(t), ?一 ?(t)， 一 co<t< 十 co. 


则 一 定 有 了 T>>0, 使 得 r(T)=z(0),y(T) 一 >(0). 
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图 5.12 


我 们 计算 闭 轨 P。 的 指数 7。 
T 
,= 二 | [Pr ，yC))+Q'CzG) y0)) de, 


其 中 Plzr,y)=(A—By—Ar)r,Q(r,y)= (Cr—D— py)y. 
为 此 把 方程 (2. 9) 改 写 为 


(4 一 肋 一 iz)d= 坚 ， 


Cr 一 D-wodt= 电 
将 等 式 两 边沿 闭 轨 F。 积分 得 
[ra Bylt) (We= J lolz 


x(T) 
一 0， 


(0) 


(TD 


[cxo-p-wou=| dy in yl 
0 0) 了 


Ea 


CT) 
一 0. 


>(0) 

从 而 得 知 , 去 | =(o)d: 与 去 | ycodt 也 满足 代数 方程 
| 
Cr—D—yy=0. 


证 
二 | zx(i)dt=z， 
和 
于 是 
元 | yDdt=7. 
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此 ( 工 ,7) 正 是 平衡 点 = 的 坐标 . 
应 用 上 述 结果 ,立刻 可 以 算出 Te。 的 指数 


4 拓 
7 = 二 | (A—By—24r+Cz—D—2py)dt 


= 本 | (一 类 一 p9)de= 一 生 一 p 

注意 1,m, 研 ,7 都 是 正 数 ,所 以 7,<<0. 按 第 三 章 $ 3 的 定理 , 闭 轨 
T。 是 稳定 的 . 这 与 = 是 渐 近 稳定 的 平衡 点 矛盾 ,所 以 没有 闭 轨 . 

于 是 在 R! 内 从 任何 一 点 出 发 的 解 都 趋 于 平衡 点 z. 也 就 是 
说 ,只 要 开始 时 捕 者 与 食 的 成 员 数 都 不 是 零 ,那么 它们 的 成 员 数 最 
终 将 稳定 于 一 个 常态 , 即 共同 存在 下 去 . 

为 什么 4/4 与 D/C 的 相对 大 小 会 导致 如 此 不 同 的 下 场 呢 ? 我 
们 回顾 这 些 常 数 的 实际 意义 . 由 式 (2. 6) 看 到 D/C=o 是 捕 者 维 
持 生存 所 需 的 最 少食 物 量 . 而 4 是 食 的 出 生 率 ,4 是 它 的 社会 摩擦 
系数 ,所 以 A/4 的 大 小 反映 了 食 的 繁殖 、 生 存 能 力 . 4/4<D/C 表 
示 捕 者 维持 生存 所 需 的 最 少食 物 量 相对 于 食 的 繁殖 生存 能 力 而 言 
过 大 ,当然 它 只 好 死 尽 .反之 ,它们 能 共同 存在 下 去 . 


3， 竞 争 物种 
两 个 物种 x 与 y 竞争 共同 的 食物 . 设 它们 的 增长 方程 为 
ey (2.10) 
y=N(r,y)y, 


其 中 xz 与 y 的 增长 率 M 与 N 都 是 非 负 变量 xz,y 的 函数 . 设 它们 
对 z,y 连续 ,有 连续 一 阶 偏 导数 , 且 满足 以 下 三 个 条 件 : 
(1) 一 种 物种 的 成 员 数 增加 时 另 一 物种 的 增长 率 下 降 ,所 以 
23M 0， ON, 
ay ~” Or 
(2) 任 一 物种 的 成 员 数 过 多 ,两 物种 都 不 能 增长 . 所 以 存在 党 
数 开 >0, 使 得 : 当 之 玉 或 ?之 及 时 ， 
M(zr,y) 达 0， 并且 NCz,y) 委 0. 
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(3) 只 有 一 个 物种 时 , 按 极限 增长 . 所 以 存在 常数 a 二 0,5>>0， 
使 得 : 

当 zx<a 时 ,MGCrz,0)>0; zr>a 时 ,M(x,0)<0. 

当 y<6b 时 ,N(0,y)>0; y>6b 时 ,N(0,y) 二 0. 

根据 以 上 条 件 可 知 , 当 zx 满足 条 件 0 二 xo<a 时 ,直线 zx 一 zo 
恰 与 M(z,y)=0 交 于 一 点 .再 由 条 件 (1) 与 隐 函 数 定 理 知 ,方程 
AM(z,y)=0 确定 一 个 非 负 的 ,有 连续 一 阶 导数 的 函数 y=f(zx) 
(0 委 z 委 a). 把 这 段 曲线 记 作 w,w 把 R' 分 为 上 下 两 个 部 分 : 在 py 
的 上 边 M<0; 在 w 的 下 边 M>>0( 见 图 5. 14). 

类 似 地 ,从 N(x,y)=0 确定 出 一 个 非 负 的 ,有 连续 一 阶 导 数 
的 函数 zx 一 85(?)(0 生 ?> 委 0). 把 这 眉 曲 线 记 作 v,v 把 R' 分 为 左右 
两 个 部 分 : 在 v 的 左边 N>>0; 在 v 的 右边 N<0( 见 图 5. 15). 


y 


y M<0 


ps y=f (x) 


图 5.14 图 5.15 


以 下 分 两 种 情况 进行 讨论 : 

(1) 设 与 v 不 相交 . 这 时 平衡 点 有 三 个 , 即 (0,0)、(a,0) 与 
(0,0). 

如 果 4 在 v 的 左边 ( 即 v 在 4 的 上 边 ) ,很 容易 计算 得 : 平衡 点 
(0,0) 是 源 ;(a,0) 是 鞍点 ;(0,5) 是 渐 近 稳定 的 平衡 点 . R' 内 一 切 
轨 线 都 趋 于 (0,5) , 见 图 5. 16. 

如 果 v 在 4 的 下 边 ( 即 p 在 v 的 右边 ), 很 容易 计算 得 : 平衡 点 
(0,0) 是 源 ; (0,5) 是 鞍点 ; (a,0) 是 汇 . R' 内 一 切 轨 线 都 趋 于 (a， 
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0), 见 图 5. 17. 


(0.0) 


0 (a,0) x 
图 5.17 


两 物种 竞争 共同 的 食物 ,所 以 当 两 物种 成 员 都 很 少时 其 食物 
充分 ,两 者 都 增加 ; 任 一 种 成 员 太 多 时 ,两 者 都 减少 .w 在， 的 左 
边 ,意味 着 其 他 情况 是 z 物种 减少 ,而 y 物种 增加 ,最 后 = 死 完 ;v 
在 w 的 下 边 ,意味 着 其 他 情况 是 y 物种 减少 ,而 z 物种 增加 ,最 后 
y 死 完 . 

(2) 设 w 与 "相交 . 又 设 只 有 有 限 个 交点 , 即 除去 平衡 点 
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(0,0)、(a,0) 与 (0,5) 之 外 只 有 有 限 个 平衡 点 ( 见 图 5. 18). 


图 5.18 


曲线 4 和 + 与 坐标 轴 将 R' 分 成 有 限 个 单 连通 的 区 域 . 在 每 一 
个 这 种 区 域内 部 x' 与 y 不 变 号 , 称 之 为 基本 区 域 . 不 难看 出 ,基本 
区 域 是 正 不 变 集 或 负 不 变 集 . 例如 , 某 基 本 区 域 9 内 部 z 之 0， 
y<0, 则 此 0 必 在 的 下 边 ,v 的 右边 .从 而 0 的 边界 点 凡 属 于 v 
者 , 轨 线 通过 它 时 由 左 向 右 (z' 之 0); 凡 属于 六 者 , 轨 线 通过 它 时 由 
上 向 下 (<0). 总 之 , 轨 线 通过 0 的 边界 点 ( 除 边界 上 的 平衡 点 
外 ) 时 由 外 向 内 ,所 以 ,0 是 正 不 变 集 . 

定理 2.1 方程 (2. 10) 的 每 一 条 轨 线 , 当 :一 十 co 时 都 趋 于 有 
限 个 平衡 点 之 一 . 

证 明 ”考虑 方程 (2. 10) 从 R' 内 一 点 (zo,yo) 出 发 的 轨 线 z 一 
ZX(1) ,y= 二 y(t). 若 此 轨 线 当 t> 十 oo 时 总 保持 在 某 一 基本 区 域内 不 
离开 , 则 由 轨 线 z= 二 zx(z),y 二 y(2) 的 单调 性 与 基本 区 域 的 有 界 性 ， 
当 t 一 十 co 时 此 轨 线 必 有 极限 点 . 由 极限 集 性 质 4, 这 个 极限 点 就 
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是 轨 线 的 唯一 极限 点 一 一 平衡 点 . 

若 此 轨 线 要 从 一 个 基本 区 域 进入 另 一 个 基本 区 域 , 则 后 一 个 
基本 区 域 必 是 正 不 变 集 . 于 是 当 :一 十 cc 时 总 保持 在 此 基本 区 域 
内 . 同 理 , 轨 线 趋 于 某 一 个 平衡 点 . 定理 证 完 . 

现在 介绍 一 个 平衡 点 为 汇 的 判别 法 : 若 曲线 w 与 "在 平衡 点 
z 都 有 负 和 斜率 ,又 py 更 陡 些 , 则 平衡 点 z 为 汇 . 

这 是 因为 由 判别 法 的 条 件 可 知 ,在 点 ==(z, 了 ) 处 有 

M; Ns AM 六 
M < 一 N, <0; -MN 
再 加 上 竞争 物种 模型 的 假设 : M;'<0,N:<0, 还 可 知 : 
M'<0, N'<o0. 

由 以 上 这 些 条 件 立 刻 看 出 ,方程 (2. 10) 在 平衡 点 = 处 的 线性 

近似 方程 的 系数 矩阵 


IM: zrM, 
yN: yN,)as 
有 
TrA 一 元 Mi (Tz,y)+I N,(z,y) ye ”3 
<0, 
det4 =zI(MN,—M,N’) Gas 
>0. 


所 以 , z= (z,7) 是 方程 (2. 10) 的 xz'>0 x'<O 
汇 y'>0 y'>0 
图 5.19 


从 图 5.19 看 ,在 平衡 点 z 附近 
可 以 作 一 个 小 矩形 ,使 其 边 平行 于 坐标 轴 ,4 个 顶点 分 别 在 4 个 相 
邻 的 基本 区 域 之 内 . 此 矩形 为 正 不 变 集 . 而 它 可 以 任意 小 ,所 以 平 
衡 点 = 渐 近 稳定 . 

每 一 条 轨 线 趋 于 一 平衡 点 . 从 相 邻 的 初始 状态 出 发 的 轨 线 是 
否 趋 于 相同 的 平衡 点 呢 ? 图 5. 20 中 的 平衡 点 9 是 一 鞍点 ,有 两 条 
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轴线 趋 于 它 , 其 中 之 一 记 作 a. w 与 mw 是 两 个 邻近 的 状态 ,在 a 的 
同 侧 ,从 这 两 点 出 发 的 轨 线 都 趋 于 平衡 点 p. v, 也 是 与 v 很 邻近 
的 状态 ,但 它 与 v 在 “的 两 侧 , 于 是 从 它 出 发 的 轨 线 就 不 是 趋 于 
平衡 点 p, 而 是 趋 于 平衡 点 (0,6) 了 . 

这 说 明 , 有 时 生态 的 改变 不 影响 两 个 物种 的 最 后 平衡 状态 . 但 
也 有 时 ,由 于 某 一 事件 ,例如 , 某 物种 突然 增加 一 批 新 成 员 ,或 一 场 
森林 火灾 ,或 一 种 疫病 流行 ,… ,改变 了 原来 的 生态 ,从 vo 跳 到 v. 
这 样 一 来 ,后 果 大 不 相同 ,原来 是 可 以 共存 下 去 的 ( 趋 于 p), 而 现 
在 将 以 x 物种 的 死 尽 而 告终 ( 趋 于 (0,5)). 


儿 5.20 
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六 章 ”维系 统 的 平衡 点 


为 了 讨论 ”维系 统 的 平衡 点 ,需要 一 个 纯 代 数 的 结论 . 下 面 我 
们 首先 介绍 它 . 
引 理 设 4 是 ” 维 向 量 空间 已 上 的 线性 算 子 , 若 4 的 每 一 个 
特征 值 的 实 部 Re 都 满足 条 件 : 
a<ReA<p. 
则 存在 E 的 一 组 基 , 使 相应 的 内 积 和 模 ,对 一 切 -EE, 有 不 等 式 
alrl:<(Ar,r)< BIz|’. 
证 明 为 简单 起 见 ,只 证 明 后 一 个 不 等 式 . 
先 设 4 的 复 扩张 的 矩阵 可 以 对 角 化 .这 时 空间 E 可 以 分 解 为 
一 些 子 空间 的 直 和 
E=E.@*…OE.OFO…OF,, 
它们 在 4 的 作用 下 不 变 . 其 中 : E; 是 一 维 子 空间 ,由 4 的 实 特 征 
值 力 的 特征 向 量 。 张 成 ; F 是 二 维 子 空间 ,由 4 的 复 特征 值 a4 士 
ix 的 特征 向 量 fi 土 ig, 的 实 部 f: 与 虚 部 gs 所 张 成 . 因为 
Afi=asfi—brgr, Agi=bfit+argr, 
所 以 ,4 限制 在 F 上 时 有 和 矩阵 
a 一 从 
| “| 
EE 上 的 内 积 定 义 为 : 
(ee)=(fi,f1)= (gi1,81)=1; 
以 及 ej,fi,gi 之 间 的 内 积 为 零 . 不 难 算出 
(Chee)=h =p, 
(Afi,fi)=(Agirg1)= a <p, 
(Afi,g1)=— (Agr, fi). 
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所 以 , 取 这 一 组 基 时 ,一 切 xEE 满足 所 要 证 的 不 等 式 
(Ar,z) Blrl’. 
设 4 是 任意 算 子 . 取 E 的 一 组 基 , 使 4 的 矩阵 是 实 典型 形 
A=diag (A,.….,A,}, 
其 中 每 一 块 A, 为 以 下 两 种 形式 之 一 : 


其 中 
—b; 


1 0 
(i -| 中 
如 果 我 们 能 在 块 A; 所 相应 的 子 空间 E;, 上 给 一 组 基 , 使 得 其 满足 
引 理 的 要 求 , 则 把 这 些 基 放 在 一 起 作为 E 的 基 , 此 组 基 就 也 满足 
引 理 的 要 求 . 所 以 无 妨 设 4 只 有 一 块 . 

设 4 为 第 一 种 块 , 即 4=S 十 N, 其 中 


a 0 
a 1 
Ss= a 一 M， N= a 
A 1 0 
这 时 的 一 组 基 为 {e1，,…,e,}. 注意 它们 是 5 的 特征 向 量 , 又 对 NN 有 
Ne!=e,, 
Nen-1=e,, 
Ne,=0. 


取 e>0, 作 一 组 新 的 基 


€ 


显然 ,它们 仍然 是 5 的 特征 向 量 . 又 对 NN 有 
156 


ee .We 


Na=eé,, 


Ne 一 ses， 


Ne -一 ee， 
Ne,=0. 
于 是 4 对 基 B. 有 和 矩阵 


e A 
令 (&1,6)= 二 1,(6i,6)) 二 0(i* 站 .有 
Ar,7r)=(Sr,7)+ (Nr,r)<Alrlt+elr|’. 
因为 \<8, 故 取 充分 小 ,就 得 到 所 要 证 的 不 等 式 
《4z,z) 委 Blz1:. 
若 4 是 第 二 种 块 ,证 明 类 似 . 引 理 证 完 . 


§ 1 线性 系统 的 汇 和 源 


定义 xzER',A 是 维和 矩阵 ,线性 系统 
=Azr (1.1) 

以 z(t) 三 0 为 它 的 解 , 称 原点 OE R" 为 系统 (6. 1) 的 平衡 点 . 

若 4 的 一 切 特征 值 都 有 负 实 部 , 则 称 原点 O 为 汇 , 称 流 ez 
是 一 个 收缩 流 . 

若 4 的 一 切 特征 值 都 有 正 实 部 , 则 称 原 点 O 为 源 , 称 流 ez 
是 一 个 膨胀 流 . 

车 4 的 一 切 特征 值 都 有 非 零 实 部 , 则 称 原点 O 为 双 曲 型 平衡 
点 , 称 流 ex 是 一 个 双 曲 流 . 

定理 1.1 以 下 结论 等 价 : 
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(1) 原点 是 系统 工 一 4z 的 汇 . 
(2) 对 R" 的 任意 基 相 应 的 模 , 存 在 常数 上 >0,2>0, 使 得 对 一 
切 : 宇 0,7ER", 有 
le'4zl 委 ke “|z|. 
(3) 存在 常数 6 二 0 和 R" 的 一 组 基 B, 它 相应 的 模 有 
le'*xls <e |zls, 
对 一 切 : 宇 0,rE€E R" 成 立 . 
证 明 由 (3) 推 (2) ,根据 模 的 等 价 性 是 显然 的 . 
由 (2) 推 (1), 可 用 反 证 法 , 设 (1) 不 成 立 , 即 设 4 有 特征 值 x 士 
这 ,而 a 之 0. 取 适 当 的 坐标 ,使 4 有 形式 


a —b 0 … 0 
6 0 »w 0 
x XK XK me XX 
Xx KK 


于 是 系统 + = 4z 满足 :=0 时 工 =zx。o 二 《1,0,…,0) 的 解 是 
e'4xzo 一 (e“cosbt,e”sinbt,r3(t),* ,x,(t)). 

显然 , 当 上 一 十 co 时 ,此 解 不 趋 于 0, 与 (2) 了 矛盾 、 

或 者 我 们 分 别 取 特征 值 z 士 记 相 应 的 特征 向 量 y 干 iz 为 初 值 ， 
得 到 系统 =Az 的 两 个 特 解 

e'4(y 干 iz) 一 eetw(y 干 iz) 

=e"[ (ycosbt+zsinbt) + i(ysinbt— zcosbt) ]. 
组 合 它们 ,我 们 得 另 一 特 解 
ee"(ycosbt+zsinbt) 

当 上 ~ 十 co 时 , 它 不 趋 于 零 , 与 (2) 矛 盾 . 

由 (1) 推 (3). 按 汇 的 定义 ,存在 6 之 0, 使 4 的 一 切 特征 值 4 的 
实 部 ReX 满足 不 等 式 

ReA<—b. 
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根据 引 理 ,有 基 8, 使 对 一 切 xER' 有 
《4ziz) 委 一 0 
设 (z1,…,z,) 是 对 基 B8 的 坐标 . 令 
X(t)=(r1(0) ,rt)) 
是 系统 + 二 Ax 的 解 , 则 对 8 的 内 积 及 模 有 


(xr, 《4z, 工 7 
一 lzl= 气 Tz1 le <—blz|. 
所 以 
d 
mlnl*|<—b. 
于 是 
x(t) 
m28|<-&, 
即 


IlzQ@) |<e*|zr(0)|. 
这 就 是 (3) 中 的 不 等 式 . 定理 1. 1 证 完 . 
定理 1.1 使 汇 有 明显 的 几何 图 像 . 设 O 是 系统 圭一 4z 的 汇 ， 
则 轨 线 zz) 的 模 |z(t)1s 随时 间 : 的 增加 而 减 小 . 所 以 轨 线 通过 球 
面 5.={xER"||z1s=a} 时 总 是 由 外 向 内 , 流 是 收缩 的 , 见 图 6. 1. 
当然 这 些 球 是 对 基 8 相应 的 模 而 言 的 球 , 对 其 他 的 基 所 相应 
的 模 可 能 是 一 些 椭 球 . 
定理 1.2 以 下 结论 等 价 
(1) 原点 是 对 系统 圭一 4z 的 源 . 
(2) 对 R" 的 任意 基 相 应 的 模 , 存 在 常数 工 >0,a 之 0, 使 得 对 
一 切 上 疡 0,zER 有 
le'4z| 过 Ze“|z|. 
(3) 存在 常数 a>0 和 R" 的 一 组 基 8, 它 相应 的 模 有 
le*zrls >e”|zl, 
对 于 一 切 : 宇 0,zE RR" 成 立 . 
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证 明 与 定理 1. 1 类 似 ,因此 从 上 略 . 

定理 1. 2 使 源 有 明显 的 几何 图 像 . 若 原点 O 是 系统 二 Ax 
的 源 , 则 轨 线 z(z) 的 模 |z(7) 1 随时 间 z 的 增加 而 增 大 ,所 以 流 是 
膨胀 的 , 见 图 6. 2. 


§ 2 非 线性 的 汇 和 源 


考虑 微分 方程 
=f(z), (2.1) 
其 中 zE 凤 ,内 CR 是 开 的 ,f: W 一 Rr" 连续 可 微 . 

定义 若 TEW,f(z)=0, 称 工 是 方程 (2.1) 的 平衡 点 . 

显然 ,函数 z(t) 三 二 是 方程 (2. 1) 的 解 . 由 解 的 唯一 性 , 它 是 
过 点 的 唯一 解 . 工 是 一 个 “平衡 状态 ”, 开 始 时 在 三 ,以 后 就 永远 
在 元 

定义 车/(z)=0, 称 线性 算 子 A4=Df(z) 是 了 在 z 的 线性 
部 分 . 

若 A4=Df(《z) 的 一 切 特征 值 有 负 实 部 , 称 方程 (2.1) 的 平衡 点 
元 是 一 个 汇 ; 若 4==Df(z) 的 一 切 特 征 值 有 正 实 部 , 称 方程 (2. 1) 
的 平衡 点 二 是 一 个 源 ; 若 A 二 Df(z) 的 一 切 特 征 值 月 非 零 实 部 , 称 
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三 是 双 曲 的 . 
定理 2.1 设 平衡 点 z 是 汇 ,Df(z) 的 每 一 个 特征 值 有 小 于 
一 clc 之 0) 的 负 实 部 . 则 存在 z 的 一 个 邻 域 U,UCW ,使 
(1) 对 一 切 xEU, 流 or(z) 对 一 切 上 >0 有 定义 , 且 在 U 内 取 
值 . 
(2) 存在 R*" 上 的 一 组 基 , 其 相应 的 模 使 一 切 zEU,t 宇 0, 有 
|w(z) 一 王 | 入 e "|xz—zl. 
(3) 对 R 上 的 任意 模 ,存在 常数 B 之 0, 使 对 一 切 EU ,i 之 0 
有 
Ip.(z)—z|<Be |z—z|. 
特别 地 , 当 上 一 十 co 时 ,对 一 切 EL, 有 多 (z) 一 去 
证 明 无 妨 设 =0, 不 然 在 R" 中 取 新 坐标 > 一 工 一 去 
由 假设 存在 5 之 0, 使 算 子 A 二 Df(0) 的 一 切 特征 值 的 实 部 
Re4< 一 < 一 c. 由 本 章 开始 的 引 理 知 ,存在 R" 的 一 组 基 B, 对 它 
相应 的 内 积 和 模 有 
(4zyz) 魏 一 5| 工 | 
对 于 一 切 xER 成 立 . 
因为 f(0)=0,4=Df(0), 由 导 算 子 的 定义 ,对 任 给 的 e>0， 
存在 9 之 0, 使 当 |z|<6,zE 太 时 就 有 
|f(z)—Ar|<elzl. 
由 Cauchy 不 等 式 , 有 
(f(r)—Azr,r)<If(z)—Arllzr|<elzr!’. 
由 此 得 到 
(f(z) ,rz)=(f(7z)—Ar,r)+(Ar,7z) 
<elzrl’—blzl:=(—6+e) | 工 | 
因为 一 6 达 一 c, 原 点 OEW，,W 是 开 集 ,所 以 ,存在 8 之 0, 使 得 
当 |z| 过 5 时 就 有 zxEW, 并 且 
(f(x) ,7)<—clzl’. 
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取 邻 域 U= {zr€ER"||zx| 二 5), 即 此 邻 域 U 满足 定理 的 要 求 . 令 
X(t)(0 志 1 过 to) 是 U 内 的 轨 线 , 且 z(i) 闪 0. 由 上 述 不 等 式 可 得 到 
沿 轨 线 有 不 等 式 
(ri) (f(z), x) 
四 四 

不 等 式 (* ) 说 明 当 轨 线 在 U 内 时 , 轨 线 到 原点 的 距离 |z(t)| 是 随 
时 间 增 加 而 减 小 的 . 若 xz(0) EU, 则 z(to)EU. 因为 DV 是 有 界 闭 区 
域 ,由 解 的 开拓 定理 , 轨 线 z(2) 对 一 切 : 宇 0 有 定义 . 这 就 是 (1) 所 
要 证 明 的 . 

由 不 等 式 (* ) 与 以 上 的 结论 得 知 ,对 一 切 上 之 0, 有 

Ir() 1Se lz(0)|. 

这 就 是 (2) 所 要 证 的 不 等 式 . 

至 于 结论 (3) ,根据 (2) ,由 模 的 等 价 性 可 得 . 

定理 证 完 . 

定理 2. 1 指出 ,对 于 非 线 性 的 汇 ,如 果 限 制 在 它 的 附近 ,就 与 
线性 的 汇 一 样 ,也 有 类 似 的 图 像 . 

关于 源 ,类 似 于 定理 2. 1 的 是 下 面 的 定理 . 

定理 2.2 设 平衡 点 工 是 源 . Df(z) 的 每 一 个 特征 值 的 实 部 
都 大 于 c(c>0). 则 存在 的 一 个 邻 域 U,UCW, 使 

(1) 存在 R" 上 的 一 组 基 , 其 相应 的 模 使 当 zEU, 并 且 2.(z) 
EU 时 ,有 


d 
ul*! <—clzl. (x) 


Ip.(z)—z|> elr—zl. 
(2) 对 R*" 上 的 任意 模 , 有 常数 B>0, 使 当 zsCz)EU 时 ,有 
Il9.(z)—z|>Be'|zr—zl|. 
特别 地 ,对 任意 的 xEU,zs 工 , 轨 线 9(z) 总 在 某 个 有 限时 刻 离 开 
U. 
定理 2. 2 的 证 明 类 似 于 定理 2. 1, 不 再 重复 . 
例 铝 直 平面 内 的 单 押 运动 . 
杆 一 端 固定 ,长 为 !, 忽 略 其 质量 . 男 有 一 锤 ,质量 为 m. 锤 在 以 
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固定 点 为 心 ,/ 为 半径 的 圆周 上 运动 .有 摩擦 力 ( 或 
粘 滞 力 ) 阻 碍 运动 ,其 大 小 与 锤 的 速度 成 正比 , 见 图 
6. 3. 
设 9() 是 :时刻 杆 与 铝 直方 向 的 夹 角 ( 逆 时 针 ¢ 
方向 为 正 ). 则 在 1 时刻, 锤 在 圆周 的 切线 方向 受 有 


两 个 力 : 摩擦 力 ,其 大 小 为 一 入 蝇 (4>>0); 重力 的 
分 力 ,其 大 小 为 : 一 mgsing. 而 锤 的 切 向 加 速度 为， mm 
4 一 ! 9 按 牛 顿 第 二 定律 F 一 ma, 得 到 微分 方程 。 由 


A， —€sing. 
m l 


引进 新 变量 角速度 w, 即 w= ,得 到 等 价 的 方程 组 
6 =w, 
大 (2.2) 


外 一 一 人 sinb 一 元 岂 
这 个 在 R? 上 的 非 线性 系统 有 一 串 平衡 点 : 
(g,w) 一 (nr,0)， 7 一 0， 土 1， 士 2，…- 


下 面 考虑 平衡 点 (0,0). 
系统 (2. 2) 的 向 量 场 


(bw) 一 


ww 

ei 
在 (0,w) 处 的 导 算 子 为 

0 1 

DA [| 一 和 

于 是 

0 1 

Df(0,0)=| g 大 
| Tm 
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的 特征 值 为 


1 到 k? 
2 | 
因为 m 与 4 都 是 正 数 ,特征 值 有 负 实 部 ,所 以 平衡 点 (0,0) 是 汇 . 


也 就 是 说 ,对 充分 小 的 初 角 位 移 9 和 角速度 w, 锤 的 运动 一 定 趋 于 
平衡 状态 ，(g,w) 一 (0.0). 


§ 3 平衡 点 的 稳定 性 


nn 维系 统 的 平衡 点 的 稳定 、 渐 近 稳 定 和 不 稳定 的 定义 与 二 维 
系统 的 一 样 , 不 再 重复 . 

§ 2 的 定理 2. 1 与 2. 2 指出 , 汇 都 是 渐 近 稳定 的 ,当然 也 是 稳 
定 的 ; 源 都 是 不 稳定 的 . 

渐 近 稳定 的 平衡 点 都 是 汇 吗 ? 对 于 线性 系统 , 8$ 1 中 定理 1. 1 
的 证 明 已 给 了 肯定 的 回答 .对 于 非 线 性 系统 ,二 维 的 中 心 型 稳定 焦 
点 给 出 了 否定 的 例子 . 

定理 3.1 WCR',W 是 开 的 ,f: W 一 R" 连续 可 微 . 若 工 是 
系统 

z=f(zr) 

的 稳定 平衡 点 , 则 DfA(z) 的 特征 值 都 没有 正 实 部 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 Df(z) 的 某 一 特征 值 有 正 实 部 , 证 明 雯 
是 不 稳定 的 平衡 点 . 

不 妨 设 =0, 否则 作 变 换 y=zx 一 工 . 

把 R 分 解 为 EF,BE,. 子 空间 E1,E, 在 Df(0) 的 作用 下 不 变 . 
记 A=Df(0)1E1,B=Df(0)|E. 4 的 特征 值 实 部 都 是 正 数 ,B 的 
特征 值 实 部 为 零 或 负数 . 

取 a>>0, 使 a 小 于 4 的 每 个 特征 值 的 实 部 . 于 是 E, 上 有 一 组 
基 和 它 相 应 的 内 积 与 模 ,使 对 一 切 xE E,, 有 

(Ar,r)>alzl’. 
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类 似 地 ,有 二 0,5 汪 0(5<a), 与 ,上 的 一 组 基 和 内 积 与 模 ， 
使 对 一 切 y€ E;, 有 
—blyl'<(By.y)<olyl’. 
若 zER", 记 z=(r,y), 其 中 xE FE,yE EE,. 取 R" 的 基 为 区， 
与 E; 的 基 之 并 ,于 是 R" 上 的 内 积 与 模 为 Ei 与 已 上 的 内 积 与 模 
之 和 
《zivzz) 一 (ZiyZzz)? 十 (yyz》 
|z 时 一 | 了 | 十 | 二 
由 导 算 子 的 定义 有 
f(z)=Df(0)z+Q(z), 
其 中 
IQ(z2)| 
lz| 
于 是 对 任 给 的 e 之 0, 存 在 S>0, 使 当 zE Bs(0) (以 O 为 心 ,6 为 半 
径 的 球 ) 时 ,有 


0， 当 |z| 一 0. 


IlQ(z)|<elzl. 
令 Q(z)=(R(z,y),S(z,y)), 就 有 
f(r,y)=(Ar+R(r,y),By+S (zr,y)) 
三 (f(r,y) ,f(r,y)). 
定义 锥 体 : 
C={(zx,y)E EQOE||zl’ 
>N|yl’}, 
其 中 N>>0, 使 Na>6b1, 见 图 6.4. 

为 了 继续 证 明定 理 3. 1, 需 要 用 
下 面 的 引 理 . 

引 理 3.1 存在 充分 小 的 6 二 0， 
使 当 z(z,y)EcCfBs:(0) 时 ,有 以 下 两 图 6.4 
个 不 等 式 : 

(1) (rsfi(r,y))—N(y,fe(r,y))>0, 车 zX#0; 

(2) 存在 a 之 0, 使 
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(f(z),z)>alz|’. 
我 们 先 继续 完成 定理 3. 1 的 证 明 , 然 后 再 证 引 理 3. 1. 
令 映 射 


g: EODE,— R', gr) 一 二 (zl 一 Nly19， 


显然 ,g 连续 可 微 , 且 g-:(0, 十 ce)=C; g-'(0) 是 锥 C 的 表面 . 
令 z(t) 是 轨 线 ,由 锁链 法 则 有 


Haz))=Dg (se =Dg(z) (f(z)). 


而 算 子 Dg(z)= (zx, 一 Ny), 向 量 f(z)==(f1(z,y),fi(x,y)), 所 
以 


gC = fr) Ny fersy)). 
只 要 zECNBs(0),z*0, 由 引 理 3.1 中 (1) 的 不 等 式 ,就 有 
Hatz))>0. 
所 以 , 轨 线 z(z) 在 小 球 B(0) 内 经 过 锥 面 时 由 外 向 内 . 


另 一 方面 ,我 们 由 引 理 3. 1 中 (2) 的 不 等 式 可 以 推出 , 当 轨 线 
z(t)CCNBs(0) 时 有 


(z,Z2)_ (f(z),z) 


lz| lz| 


宇 alz|. 


d 

lz| 
于 是 

|z(2) | 宇 e*|z(0)|， 
即 轨 线 以 指数 的 速率 离开 原点 . 
由 以 上 两 点 结论 可 知 ,从 Cn Bs(0) 内 出 发 的 解 z(2) 必 离开 小 
球 Bs(0). 这 是 因为 , 若 解 z(2) 不 是 对 一 切 :之 0 有 定义 ,那么 由 解 
的 开拓 定理 它 必 离 开 有 界 闭 集 C 门 BC0) ,但 z(z) 在 小 球 Bs(0) 内 
时 不 能 由 锥 C 的 边界 离开 ,所 以 z(z) 只 能 离开 B;(0) ; 若 解 z(t) 对 
一 切 t 宇 0 有 定义 ,因为 在 Bs(0) 内 时 不 能 由 C 的 边界 离开 而 保持 
在 CNB;(0) 内 ,所 以 非 零 轨 线 <z(z) 以 指数 的 速率 离开 原点 ,有 如 
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使 
|z(t0) | 之 e™ lz(0)|=6, 
即 z() 也 要 离开 小 球 Bs(0). 
总 之 ,原点 的 任意 邻 域内 都 有 这 样 的 点 存在 ,使 得 从 该 点 出 发 
的 解 会 离开 Bs(0). 所 以 原点 是 不 稳定 平衡 点 . 定理 3. 1 证 完 . 
引 理 3. 1 的 证 明 ” 先 证 (1). 记 (1) 中 不 等 式 左 端 为 M, 有 
M=(Ar,r)—N(By,y)+(r,R(r,y))—N(y,S(r,y)). 
而 
|xz,R(r,y)) | Iz RG, Z|z| Q(z2) |. 
所 以 , 当 zE€ Bs(0) 时 由 |Q(z)|<<elz|, 有 
|(z,RCzyy))| 委 elzj|:. 
同 理 , 有 
Il(y,S(r,y)) | elzl’. 
于 是 
Malzxl:—Nb|y|’— (N+1)elz|’. 
注意 , 当 zEC 时 ,N|y|?<|zxl?. 又 
Ea 


lzl’= z+lyF<lzl+ 卉 = 堵 lzl?， 
从 而 有 


lzl’ 宇 


所 以 , 当 zECNBs(0) 时 ,有 
M2>(a—b)|zl’— (N+1)elzl’ 
>[ -HRN+t De 
因 (a 一 6)>>0, 总 有 e 汪 0, 使 方 括号 为 正 .于 是 相应 的 6 汪 >0, 使 当 z 
坟 0,zECN Bs(0) 时 (1) 中 不 等 式 成 立 . 
再 证 (2). 当 zECNBsC0) 时 
(f(z),z)=(Azr,r)+ (By,y)+ (Q(z),z) 


| 


六 2 
Tilz 上 | 


之 alzrl:—blyl:—elzs 
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之 < 一 分 | |z 时 一 elz| 


oie la 
因 Na>b,[a 一 符 ] > 0, 所 以 ,总 有 e>>0, 使 方 括号 为 正 数 w 于 
是 ,相应 的 S>0, 使 当 zECnBs(o) 时 (2) 中 不 等 式 成 立 . 引 理 证 
元 . 

推论 ” 双 曲 的 平衡 点 或 渐 近 稳定 或 不 稳定 . 

定义 三 是 某 动力 系统 的 渐 近 稳定 平衡 点 . 所 有 当 上 一 十 co 
时 趋 于 碟 的 解 曲线 的 并 称 为 三 的 盆 . 记 作 B(z). 

下 面 指出 盆 的 几 条 性 质 : 

(1) 盆 B(z) 不 空 . 

由 渐 近 稳定 平衡 点 的 定义 , 存在 二 的 一 个 邻 域 U, 使 从 U 内 
出 发 的 解 , 当 t 一 十 co 时 趋 于 .所 以 这 个 邻 域 UCB(z),B(z) 
非 空 . 

(2) 盆 B(z) 是 开 的 . 

显然 , 某 一 条 轨 线 属于 盆 B(z) 的 充 要 条 件 是 这 条 轨 线 与 上 
面 提 到 的 邻 域 U 相交 . 设 zEB(z), 则 从 工 出 发 的 轨 线 与 U 相 
交 . 由 流 的 连续 性 ,存在 z 的 一 个 邻 域 N, 从 N 内 任 一 点 出 发 的 轨 
线 都 与 U 相交 . 所 以 ,这 个 邻 域 NCB(z),B(z) 是 开 集 . 

(3) 车 三 与 了 是 某 系统 的 两 个 渐 近 稳定 平衡 点 , 则 B(Z) 与 
B(y) 不 相交 , 即 B(z) 站 B(y)=2. 

这 是 因为 若 一 条 轨 线 当 上 一 十 cc 时 趋 于 太 , 则 不 能 同时 也 趋 于 
yy》. 

研究 盆 B(z) 的 意义 如 下 : 若 一 个 系统 为 一 个 物理 系统 , 则 可 
以 把 盆 B(z) 内 的 任 一 状态 与 平衡 状态 三 在 实际 上 等 同 起 来 , 因 
为 B(z) 内 任 一 状态 经 过 一 段 时间 就 与 状态 三 任 意 接近 . 盆 的 大 
小 告诉 我 们 ,为 了 保证 系统 能 回 到 平衡 状态 可 以 允许 对 平衡 状态 
有 多 大 的 扰动 . 

168 


$4 Liapunov 函数 


考 虞 集合 WCR",f: W 一 R" 连续 可 微 ,TEW,z 是 32 中 系 
统 (2. 1) 


f=f(z) 
的 平衡 点 . 
定理 4.1 如 果 忆 是 三 的 邻 域 ,VC 多 ,有 函数 了 : UV 一 及 ,在 
U 上 连续 ,在 U 一 z 上 可 微 ,满足 
GD VE)=0; Vz)>0, rE. 
(2) 祥 = 且 Vz())<0, 当 x, 其 中 zr) 是 系统 (2.1) 的 


轨 线 , 则 二 是 稳定 的 . 

(3) 车 函数 V 还 满足 六 <0, 当 zx 到, 则 是 浙 近 稳定 的 . 

函数 V 满足 (1) 与 (2) ,就 称 为 的 Liapunov 函数 ; 若 还 满 
足 (3) ,就 称 为 严格 的 Liapunov 函数 . 定理 4. 1 又 称 为 Liapunov 
稳定 性 定理 . 

证 明 取 3>0, 且 充分 小 ,使 球 B,(z)CU. 令 a 是 函数 V 在 
Bs(z) 的 边界 球面 Sa(z) 上 的 最 小 值 . 则 由 条 件 (1) 可 知 ,a>>0. 定 
义 一 个 三 的 邻 域 


Uni= |zeBs(E) I7(z)< 冯 . 


显然 ,Ui 与 5S() 不 交 , 由 (2) 可 知 ,函数 V 沿 轨 线 zxGt) 不 增 , 故 由 
Ui 内 出 发 的 轨 线 不 可 能 与 5;(z) 相 时, 从 而 不 可 能 离开 Bs(z). 
即 工 是 稳定 的 平衡 点 . 定理 的 第 一 部 分 (稳定 性 的 判断 ) 证 完 . 
定理 的 第 二 部 分 ( 渐 近 稳定 性 的 判断 ) 可 包含 在 下 面 的 定理 
4.2 中 ,这 里 就 不 证 明了 . 
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例 1 考虑 及 上 的 微分 方程 组 
=2y(z—1)， 
-es 
之 一 一 Z2y2zz.。 
由 上 方程 组 可 看 出 ,z 轴 上 的 点 (0,0,z) 都 是 其 平衡 点 . 下 面 
我 们 研究 平衡 点 O= (0,0,0) 的 稳定 性 (当然 不 可 能 是 渐 近 稳定 
的 ). 方 程 组 右 端 向 量 场 了 在 O 处 的 导 算 子 Df(0) 为 


人 一 人 人 
1 0 0|， 
0 0 0 
它 的 特征 值 为 0, 士 V2i. 平 衡 点 O 不 是 双 曲 的 ,因而 $2 与 83 


的 结论 无 法 应 用 . 
下 面 来 求 点 O 处 的 Liapunov 函数 . 考虑 
V(r,y,2)=ar’+by’+cz’, 
其 中 ab,c 之 0. 这 时 有 
V=2(arr +byy 十 cz ) 
=2[2axy(z—1)—bzry(z—1)—cr’y’z’]. 
只 要 取 a=1,p=2,c 一 1, 就 有 六 0. 显然 
VC(zyy,z) 一 三 十 272 十 2 
是 点 O 处 的 Liapunov 函数 . 由 定理 4. 1 可 知 ,点 O 是 稳定 平衡 
点 . 
例 2 考虑 质量 为 m 的 质点 在 保守 力 场 一 一 gradgy(z) 的 作用 
下 运动 . (其 中 势 函 数 p: WR',WCR’,W 是 开 的 . ) 
质点 的 运动 满足 微分 方程 
mY =—gradg(r)， 
或 等 价 于 WXR 上 的 动力 系统 
m 型 一 一 eradp(z). 
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系统 的 平衡 点 为 ( 工 ,0), 其 中 工 使 gradp( 工 ) 一 0. 下 面 我 们 研 
究 它 的 稳定 性 . 
试用 总 能 量 
(za 一 二 mao2 十 PCz) 


来 构造 Liapunov 函数 . 为 满足 Liapunov 函数 在 (去 ,0) 处 为 0 的 条 
件 , 定 义 函 数 了 : WXR’ 一 R! 为 
V(r,v)=E(r,v)—E(z,0) 
一 去 moz 十 gz) 一 9 开 ) 


由 能 量 守 人 恒定 律 可 知 , 疼 = 0. 或 直接 计算 得 
六 = (mo 总 ) 十 (gradg(z) ,区 
=(v,—gradg(7z))+ (gradg(z),v)=0. 

所 以 ,如 果 函 数 pg(z) 有 性 质 : pg(z)>p(z), 当 工 在 附近, 且 zx 夺 
元 , 则 7 就 是 (z,0) 处 的 Liapunou 函数 ;( 茎 ,0) 是 稳定 的 平衡 点 . 

由 此 我 们 得 Lagrange 定理 : 

Lagrange 定理 ”如果 势 函数 在 二 处 局 部 最 小 , 则 保守 力 场 的 
平衡 点 (去 ,0) 稳 定 . 

定理 4.2 令 U 是 z 的 邻 域 ,UCW,V:U>R 是 z 的 Liapunov 
函数 . 设 P 是 三 的 邻 域 ,PCU, 且 是 闭 的 正 不 变 集 . 若 在 已 一 工 内 
的 任意 正 半 轨 线 上 V 不 是 常数 , 则 三 渐 近 稳 定 , 并 且 PCB(z). 

证 明 为 了 证 明 此 定理 只 需要 证 明 P 内 的 轨 线 都 趋 于 z. 

用 反 证 法 . 设 某 轨 线 z(t)(0<t 过 十 吕 ) 在 P 内 ,但 

Him z(t) 

考虑 zx(t) 的 w 极 限 集 工 ,由 于 己 是 闭 集 ,了 上 CP, 又 必 有 yo 二 工 ， 
yoEL. 因为 w 极 限 集 是 正 不 变 集 ,所 以 正 半 轨 线 w (yo)CZ. 当然 
p(y) CP—. 

令 “一 inf{Y(z(D))。 我 们 证 明 , 对 任意 yEL, 有 VCy)==a. 这 
是 因为 , 当 >E 工 ,存在 递增 的 4 十 co ,使 
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limz(,)=y. 
于 是 对 任意 t 宇 0, 存 在 NN, 当 n 之 N 时 ,t,>t. 由 于 V 沿 着 轨 线 不 


增 , 所 以 
VCrGd))EVCzG))， 当 mx 志 N. 


从 而 
V (zl))F lim Vr))=V(y). 


即 V(y) 是 V(rC)) 的 下 确 界 a: V(y)=a. 

因为 9.(yo)CL, 当 1 宇 0, 所 以 V(g,(yo))=a. 也 就 是 在 已 一 元 
内 有 正 半 轨 线 9,(y。o) ,在 其 上 V 是 常数 . 这 与 定理 的 假设 矛盾 . 所 
以 P 内 的 轨 线 都 趋 于 三 . 定理 证 完 . 

其 实 当 三 有 Liapunov 函数 V 时 ,三 就 有 定理 4.2 中 所 提 及 的 
闭 的 、 正 不 变 的 邻 域 P 存在 . 例如 取 P 为 定理 4.1 中 的 U, 的 闭 
包 . 再 如 果 V 是 严格 的 Liapunov 函数 ,那么 在 P 一 内 的 任意 正 
半 轨 线 上 V 就 不 是 常数 . 根据 定理 4.2, 三 是 渐 近 稳定 的 . 所 以 定 
理 4.1 的 第 二 部 分 是 定理 4.2 的 推论 .根据 以 上 讨论 ,定理 4.1 第 
二 部 分 的 条 件 (3) 还 可 以 改 为 : 立 ==0 的 集合 (除去 外) 内 不 含 整 条 
轨 线 . 


例 应 用 定理 4.2 讨论 8 2 例 中 的 单 摆 运 动 ; 


6 = 
| 一 0 Lo 
i m 


的 平衡 点 (0,0). 
先 求 Liapunov 函数 . 试用 总 能 量 EE: 


尼 一 动能 十 位 能 一 二 moz 十 mg 
一 二 mb): 十 mg(L 一 tcosbg) 


一 Bm tmglll —cos0) 


图 6.5 =ml 于 wz+g 一 scosb 
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有 
尼 一 ml(oo 十 bgsing) 王 一 人 zuz <O. 
由 于 有 摩擦 ,总 能 量 E 沿 轨 线 威 小 . 所 以 EE 是 (0,0) 的 Liapunov 
函数 . 使 得 雇 =0 的 集合 是 9 轴 : w=0. 而 0 轴 上 点 (6,0) (0,0) 
处 的 向 量 场 为 | 0, 一 入 singj ,与 9 轴 垂 直 . 所 以 , 启 一 0 的 集合 除 
(0,0) 外 不 含 整 条 轨 线 . 于 是 (0,0) 渐 近 稳 定 . 
下 面 求 (0,0) 的 盆 B(0,0). 我 们 先 定义 集合 : 
P.={(0,w)|E(0,w)<e, BIOI<r}, 
其 中 常数 c 使 0 二 c 二 2mgl. 
首先 有 (0,0) EP.. 
其 次 ,P. 是 闭 的 . 这 是 因为 若 (9o,wo) 是 P. 的 极限 点 , 则 由 E 
的 连续 性 有 ,E(0,,wo) 志 c, 且 10o1 志 .但 是 , 10,|=x 将 使 得 
E(0,,w)> 2mgl 二 c， 
所 以 ,10o1<<x. 也 就 是 有 (6,wo) EP.. 
最 后 ,P. 是 正 不 变 的 . 因为 , 若 (0(t) ,w(t))(t 之 0) 是 从 已. 内 


一 点 (8(0),w(0)) 出 发 的 轨 线 , 则 任 取 >>0, 都 由 于 此 入 0, 而 有 
E(0(a) ,wla))<e. 
如 果 |9Ca)| 宕 x, 则 一 定 有 最 小 的 maE [0,o], 使 19(to)| 一 r. 于 是 
五 (0(to),w(to) ) 之 2mz8Z. 
这 与 
E(0(t0) ,w(t0)) Se <2megl 
矛盾 ,所 以 ,19(a) | 过 x, 也 就 是 有 (0(a) ,wla))EP.. 因 此,P. 是 正 
不 变 的 . 
由 定理 4. 2 知 ,集合 P.CB(0,0), 其 中 c 使 0 二 c 二 2mgl. 进 
而 这 些 集合 的 并 集 
P=U{P.I0<c< 2mgl} 
={(0,w)|E(0,w)<2mgl, 10|<x} 
也 在 盆 B(0,0) 内 . 
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85 梯度 系统 


考虑 开 集 QUCR" ,函数 了 V: U 一 R' 有 二 阶 连续 导数 ,Y 的 梯度 
向 量 场 gradV:U 一 RR"， 


grady 一 | 4 | 


下 :站 
如 果 z 使 gradV (z) 志 0, 则 称 z 为 V 的 正则 点 ; 非 正则 点 也 叫 临 界 
点 . 

所 谓 梯 度 系统 ,是 指 如 下 形式 的 动力 系统 

= 一 gradV (z). (5.1) 

显然 , 工 是 梯度 系统 (5. 1) 的 平衡 点 的 充 要 条 件 是 : 是 位 能 函数 
V (zx) 的 临界 点 . 

定理 5.1 对 一 切 rxEU, 有 六 (z) 秋 0, 六 (z) 一 0, 当 且 仅 当 
是 系统 (5. 1) 的 平衡 点 (V 的 临界 点 ). 

证 明 祥 z)= 生 V(xz())=DV(z) + 2(2) 

=(gradV (zr), ~gradV (xz))=— |gradV (zx) | 

定理 证 完 . 

定理 5. 1 指出 : 梯度 系统 的 轨 线 沿 位 能 变 小 的 方向 . 

进而 由 于 梯度 向 量 gradV (z+) 总 是 与 V(z) 的 等 位 面 正 交 ,而 
梯度 系统 (5. 1) 的 轨 线 与 一 gradV (zx) 相 切 , 所 以 ,在 V 的 正则 点 
处 ,梯度 系统 (5. 1) 的 轨 线 与 V 的 等 位 面 正 交 . 

另外 ,如 果 去 是 函数 V 的 临界 点 中 的 孤立 最 小 点 ,当然 ,5 是 
系统 (5. 1) 的 平衡 点 ;再 由 定理 5. 1 立刻 看 到 ,V(rz) 一 V(z) 在 工 
的 邻 域内 是 二 的 严格 Liapunov 函数 .于 是 二 是 系统 (5.1) 的 渐 近 
稳定 平衡 点 . 所 以 ,有 以 下 定理 . 

定理 5.2 函数 Y 的 临界 点 是 梯度 系统 (5. 1) 的 平衡 点 .V 的 
正则 点 处 ,系统 (5. 1) 的 轨 线 与 V 的 等 位 面 正 交 .V 的 孤立 最 小 点 
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是 系统 (5. 1) 的 渐 近 稳定 平衡 点 . 
定理 5.3 若 y 是 梯度 系数 (5. 1) 的 某 条 轨 线 z(G) 的 w 极限 
点 (a 极限 点 ), 则 yx 是 平衡 点 . 
证 明 设 y。 是 zx() 的 w 极 限 点 .因为 xz(z) 的 w 极 限 集 工 是 
正 不 变 集 ,所 以 从 yo 出 发 的 轨 线 g,(yo)(s 宇 0) 也 在 工 内 .应 用 8 4 
定理 4. 2 中 类 似 的 证 明 方法 可 得 ,对 之 0, 有 
Vg.(y0)) =inf (V(r))}=a. 


所 以 立 y。)==0. 由 定理 5.1 知 ,y。 是 平衡 点 . 

如 果 y。 是 系统 之 == 一 gradV (x) 的 菜 条 轨 线 x(z) 的 a 极限 
点 , 则 y 就 是 梯度 系统 工 一 gradV(Cz) 的 轨 线 z( 一 已 的 ww 极限 点 . 
从 而 gradV (yo) 一 0,y。 是 平衡 点 . 

推论 5.1 梯度 系统 没有 极限 环 或 闭 轨 . 

推论 5.2 梯度 系统 只 有 孤立 平衡 点 时 , 轨 线 或 趋 于 无 穷 ,或 
趋 于 平衡 点 . 

证 明 当 : 一 十 co 时 , 轨 线 或 趋 于 无 穷 ,或 有 极限 点 )o. 若 w 
极限 集中 有 其 他 wm 极限 点 zo, 则 在 yz 的 任意 邻 域内 都 还 有 其 
他 极限 点 .由 定理 5. 3 知 ,它们 都 是 平衡 点 . 这 与 系统 只 有 孤立 
平衡 点 的 假设 矛盾 . 所 以 w 极限 集 中 只 有 一 个 极限 点 y。, 也 就 
是 轨 线 或 趋 于 无 穷 ,或 趋 于 平衡 点 . 

例 函数 V(r,y)=zx'(x 一 1): 十 y 有 二 阶 连续 导数 . 今 一 
(zyy), 则 


ay Vv 
gradV(z)=| -如 ,一 翅 | 


一 (一 2z(z 一 1)(2z 一 1), 一 2y). 
我 们 得 到 梯度 系统 
之 二 一 gradV (z)， 
即 
人 
y=—2y. 
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它 有 平衡 点 = (0,0),z:*(1/2,0) ,zs(1,0). 为 研究 它们 的 稳定 性 ， 
求 出 导 算 子 
ee 和 (2D (27D)) 0 
0 而 ( 一 27) 
在 三 个 平衡 点 上 的 值 , 分 别 为 
一 2 


0 1 0 
preeo)=| 0 li pyrcco=| ， a 
Ff 0 
Dycey=| 2 |. 
0 一 2 


由 此 可 知 , zi 与 z; 是 汇 ; z: 是 鞍点 ,为 不 稳定 平衡 点 . 

下 页 图 6. 6(a) 是 曲面 V=V (zr,y)==zx*(zx 一 1)? 十 y* 的 图 形 ， 
图 6.6(b) 中 的 闭 曲 线 是 曲面 V=V(z,y) 的 等 位 面 (此 处 是 等 高 
线 ). 按照 定理 5. 2 指出 的 正 交 关 系 作 的 曲线 是 梯度 系统 之 = 
一 gradV (z) 的 轨 线 . 还 可 以 联系 该 例子 看 由 定理 .5. 2 与 定理 5. 3 
得 到 的 推论 5. 1 与 推论 5. 2 的 各 个 结论 . 

由 定理 5. 1 知 ， 

V =— |gradV (z)|’:<0, 

所 以 ,对 任意 C>0, 集 合 Y-"([0,C]) 是 闭 的 正 不 变 集 . 例 中 的 梯 
度 系 统 只 有 三 个 平衡 点 ,所 以 正 不 变 集中 的 轨 线 必 趋 于 三 个 平衡 
点 之 一 . 而 由 每 一 点 出 发 的 轨 线 又 必 进 入 这 种 不 变 集合 ,这 是 因为 
过 (zx,y) 的 轨 线 必 进 入 集合 V-'([0,C]) ,其 中 C=V(z,y). 于 是 ， 
当 上 一 十 co 时 平面 上 的 一 切 轨 线 趋 于 三 个 平衡 点 之 一 . 

平衡 点 =: 一 (1/2,0) 是 鞍点 ,只 有 两 条 轨 线 趋 于 它 . 这 两 条 轨 
线 沿 着 直线 z=1/2 从 上 、 下 半 平 面 趋 于 (1/2,0). 

平面 被 直线 zx 一 1/2 分 为 左右 两 个 半 平 面 , 这 两 个 半 平 面 上 
的 轨 线 分 别 趋 于 平衡 点 zx: = (0,0) 与 zx: 一 (1,0). 由 此 得 到 渐 近 稳 
定 平衡 点 = 一 (0,0) 与 zx:=(1,0) 的 盆 : 
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B(0,0) 一 {(zry)ERIz<1/2}， 
B(1,0)={(r,y) ER |zr>1/2}. 


图 6.6(b) 


§6 稳定 性 问题 的 深入 讨论 


通过 8 2 与 $3 中 的 讨论 ,我 们 知道 双 曲 型 平衡 点 的 稳定 性 与 
其 相应 的 线性 近似 系统 在 原点 的 稳定 性 一 样 . 下 面 我 们 介绍 一 个 
较 深刻 的 定理 . 
Hartman 定理 ”考虑 8$ 2 中 系统 (2. 1) 
z=f(r) 
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其 中 xEW,WCR",W 是 开 的 ,f: W 一 R" 连续 可 微 . 该 系统 以 原 
点 O 为 平衡 点 ,又 4 二 Df/(0). 如 果 4 的 一 切 特征 值 六 (=1,2， 
…,n) 的 实 部 非 零 , 即 
ReA0. 
则 存在 一 个 双方 单一 的 连续 变换 
r=u(€), 
定义 在 $=0 的 邻 域内 ,u(0) 二 0, 将 线性 方程 & = 4# 的 解 映 为 方 
程 (2. 1) 的 解 . 
此 定理 我 们 不 证 明了 . 
定理 进一步 告诉 我 们 :一 切 双 曲 型 平衡 点 附近 的 轨 线 ,可 以 通 
过 一 个 双方 单一 的 连续 变换 ,与 其 相应 的 线性 近似 系统 在 原点 附 
近 的 轨 线 对 应 起 来 . 
下 面 图 6.7 是 三 维 空间 R: 中 的 几 个 双 曲 型 线性 系统 的 轨 线 
图 ,其 路, 与 表示 4 的 特征 值 . 
设 ”维系 统 
z=f(z) 
的 平衡 点 元 是 非 双 曲 型 的 , 即 Df(z) 有 和 零 特征 值 或 纯 虚 的 特征 值 . 
车 此 时 Df(z) 的 其 他 特征 值 中 有 具有 正 实 部 的 , 则 根据 $3 
的 定理 ,这 类 平衡 点 三 是 不 稳定 的 . 


Ey EY 


hi<h<A<0 AM<Ah<O0<hs 
图 6.7(a) 图 6.7(b》 
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ReXhi,s< hs<0 A<Reh,s <0 Reiz<0< ha 
6.7(c) 图 6.7(d) 图 6.7(e) 


若 此 时 Df(z) 的 其 他 特征 值 都 没有 正 实 部 , 则 这 类 平衡 点 
的 稳定 性 需要 个 别 地 判断 ,如 同 二 维系 统 的 中 心 型 平衡 点 的 稳定 
性 需要 个 别 地 判断 一 样 . 

下 面 介绍 Liapunov 给 出 的 (参见 参考 文献 [11]) 三 维 空间 中 
一 类 非 双 曲 型 平衡 点 的 稳定 性 的 判别 法 . 这 个 判别 方法 是 平面 上 
中 心 型 平衡 点 的 稳定 性 的 后 继 函 数 判别 法 的 推广 . 判别 法 的 证 明 


我 们 不 介绍 了 . 
考虑 三 维 方程 
之 一 一 By 十 PCz,yyz)， 
上 -eraceo (6.1) 
这 一 gz 十 RCz,yyz)， 


其 中 pp>0,6<0; P,Q,R 是 z,y*z 的 短 级 数 , 最 低 为 二 次 知 . 
显然 ,原点 是 非 双 曲 型 平衡 点 . 等 式 右 端的 函数 在 原点 的 导 算 
子 以 士 i1 与 9(6<0) 为 特征 值 . 
令 z=z(zr,y) 是 由 方程 
( py+P) 王 十 (pr+Q) 茜 一 (Be+R)=0 (6.2) 
所 确定 的 二 元 函数 ,满足 条 件 =(0,0) 一 0. 令 


I=rcos0, y=rsinb. (6. 3) 


于 是 设 
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5 (6. 4) 
n=l1 


其 中 a, 是 9 的 以 2x 为 周期 的 函数 . a。 可 由 式 (6. 2) 逐 个 确定 . 
对 方程 (6. 1) 中 前 两 式 作 极 坐标 变换 (6. 3) ,消去 t 得 方程 
dr r(CPcosb 十 Qsin0) 


do Bri(Qcos0— Psing)’ 
即 


dr 


季 = 六 (Peos0+Qsing) 站 二 


Br 


十 Sn 0s) + 

将 上 式 中 P,Q 内 所 含 x,y,z 用 式 (6. 3) 与 式 (6.4) 代 入 ,然后 就 按 
处 理 绝对 收敛 级 数 那样 ,把 上 式 右 端 整 理 后 按 升 短 排列 成 级 数 . 则 
该 式 化 为 


dr 


360=F:r + Fr +t, (6.5) 


其 中 下; 是 9 的 以 2x 为 周期 的 函数 . 

设 方程 (6. 5) 的 解 为 

r 三 c 十 wzc* 十 ua; 十 …， 

其 中 是 9 的 函数 ,把 解 代入 方程 (6. 5) ,逐个 确定 wu,u;,…, 则 
有 以 下 结果 : 

(1) 若 ws，… ,um_1 都 是 以 2 为 周期 的 函数 ,而 

Um=gn0+v, 

其 中 常数 gs 0,v 是 以 2x 为 周期 的 函数 , 即 u 不 以 2r 为 周期 
(m 一 定 为 奇数 ). 

如 果 gw<0, 原 点 (0,0,0) 是 方程 (6. 1) 的 渐 近 稳定 平衡 点 ; 

如 果 gm 之 0, 原 点 (0,0,0) 是 方程 (6. 1) 的 不 稳定 平衡 点 . 

(2) 若 对 一 切 m,uw 皆 是 周期 的 , 则 级 数 (6.4) 有 有 限 的 收敛 
半径 . (6. 4) 是 方程 (6. 2) 的 解 . 将 曲面 (6. 4) 代 入 方程 (6. 1) 中 前 两 
式 后 所 得 的 二 维 方程 组 以 (0,0) 为 中 心 . 原点 (0,0,0) 是 方程 (6. 1) 
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的 稳定 平衡 点 . 

下 面 完 全 类 似 地 ,采用 推广 判别 中 心 稳 定性 的 形式 级 数 法 来 
判别 方程 (6. 1) 中 这 一 类 三 维 非 双 曲 型 平衡 点 的 稳定 性 . 

将 形式 的 级 数 


Zz 一 z(T， D> (zr,y) (6.6) 


(其 中 z(x,y) 为 x,y 的 n 次 齐 次 式 ) 代 入 方程 (6. 1) 的 前 两 式 , 我 
们 便 得 到 形式 的 方程 
=—Byt+P(r,y,z(r,y)), 
y=Br+Q(r,y,z(r,y)). 
然后 ,再 按 第 二 章 8$ 3 的 方法 逐个 地 计算 各 次 齐 次 函数 Fi (x,y). 
计算 每 个 F(x,y) 之 前 , 先 通 过 方程 (6. 2) 确 定 出 级 数 > )z,(z,y) 
前 边 需 要 用 到 的 各 次 齐 次 式 . (各 z.(z,y) 的 存在 性 见 参考 文献 
[15].) 
也 像 Liapunov 方法 一 样 ,有 以 下 结果 : 
(1) 有 某 一 个 最 小 的 整数 2m, 使 


人 
Cu= 去 | Hand 0. 


如 果 Cx<0, 原 点 (0,0,0) 是 方程 (6.1) 的 渐 近 稳定 平衡 点 ;如 果 
Czm 之 0, 原 点 (0,0,0) 是 方程 (6. 1) 的 不 稳定 平衡 点 . 

(2) 车 对 一 切 &,C==0, 则 由 方程 (6. 2) 定 出 的 级 数 (6.6) 有 有 
限 的 收敛 区 域 ,函数 < 二 z(x,y) 是 =,? 的 解析 函数 .方程 (6. 7) 以 
(0,0) 为 中 心 . 原点 (0,0,0) 是 方程 (6. 1) 的 稳定 平衡 点 . 


(6.7) 
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第 七 章 多 重 奇 点 的 分 支 


$1 从 多 重 奇 点 分 支出 的 结构 稳定 奇 点 的 个 数 
考虑 动力 系统 
i= P(z,y)， 
油 这 (1.1) 
其 中 系统 (1. 1) 在 z-y 平面 上 的 区 域 巨 内 有 定义 ,P,QEC",B 的 
边界 为 单 闭 曲线 ,对 于 (1. 1) 是 无 切 的 . 
设 0(0,0) 是 (1.1) 的 奇 点 ,本 章 所 要 讨论 的 问题 是 : 对 于 接 
近 于 系统 (1. 1) 的 扰动 系统 (1. 2) 
Z= P(r,y) 十 plr,y) = Pl(z,y), 
| Q(z,y) + gr;y) = Or,y), 
从 系统 (1.1) 的 奇 点 O 能 产生 出 什么 类 型 的 结构 稳定 的 分 支 ? 为 
此 首先 须 说 明 “ 接 近 ” 和 “结构 稳定 ”这 些 概念 的 确切 含义 . 
定义 1 函数 P(rz,y) 和 P(r,y) 在 C' 空间 中 的 距离 为 


a(P— PB) )， 
arnay 


(1.2) 


di(P,P ) = max (IP— Blt+ > 


tiomivim? 
而 系统 (1. 1),(1. 2) 的 Cr 距离 为 
d.((1),(2)) = d,(P, BP ) + d,(Q,®). (1.3) 
易于 证 明 , 定 义 1 中 的 d,(P,P) 和 ad,((1),(2)) 满 足 距离 的 
性 质 ,因而 是 良 定义 的 . 
定义 2 若 存 在 6 二 0, 使 得 只 要 系统 (1. 2) 按 式 (1. 3) 所 定义 
的 C" 模 是 5- 接 近 系统 (1.1) 的 , 即 只 要 ad.((1),(2))<6, 就 存在 B 
到 自身 的 同 胚 Ti, 把 (1. 1) 的 轨 线 映 为 (1. 2) 的 轨 线 , 则 称 系统 
(1. 1) 在 区 域 B 上 是 结构 稳定 的 . 
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定义 3 系统 (1.1) 的 一 条 轨 线 7 称 为 是 结构 稳定 的 , 若 存在 
区 域 B, 使 YCB, 而 系统 (1.1) 在 B 上 是 结构 稳定 的 . 特别 , 若 轨 线 
7 是 一 个 奇 点 , 则 称 此 奇 点 是 结构 稳定 的 . 
设 
T = div(P,Q) |6.w0, (1.4) 


_ /aP,Q) 
?= de 5Cz,y) ) | 


由 第 6 章 8$6 的 Hartman 定理 可 知 , 若 DR0,0O 是 系统 (1.1) 的 鞍 
点 、 结 点 ,或 使 得 T< 0 的 粗 焦点 , 则 存在 O 点 邻 域 C 中 的 同 胚 
Ti, 把 系统 (1. 1) 的 轨 线 映 为 其 线性 化 系统 
让 | 位 a(P,Q) 
| 4 47 dry) 
的 轨 线 . 取 9 充分 小 且 设 系统 (1. 2) 按 C" 模 是 -接近 系统 (1. 1) 
的 , 则 可 使 系统 (1. 2) 和 系统 (1. 1) 有 相同 的 线性 化 系统 (1. 6). 从 
而 存在 同 胚 T:, 使 系统 (1. 2) 和 (1. 6) 的 流 在 G 内 等 价 . 由 此 得 出 ， 
存在 同 胚 Ti:=Tz'。T, ,使 系统 (1. 1) 和 (1. 2) 的 流 在 G 内 等 价 . 
因此 由 结构 稳定 性 的 定义 得 出 

引 理 1.1 车 Ds0, 则 系统 (1.1) 的 鞍点 、 结 点 ,或 使 得 T 闪 0 
的 粗 焦点 都 是 结构 稳定 的 . 

如 果 只 考虑 O 所 分 支出 来 的 奇 点 数目 , 则 只 要 Ds 0 就 可 使 
O 是 “稳定 ”的 .实际 上 ,用 隐 范 数 定理 易于 证 明 : 

引 理 1.2 任 给 e>0, 设 Ds 0,6 充分 小 ,系统 (1. 2) 按 C" 模 
是 $- 接 近 系 统 (1.1) 的 , 则 在 O 的 邻 域 V.(O) 中 系统 (1. 2) 存 在 唯 
一 的 奇 点 9" ,使 得 当 6 一 0 时 ,0 一 O. 

此 引 理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 (见习 题 68). 

下 面 研 究 奇 点 O 是 结构 稳定 的 必要 条 件 . 

从 第 二 章 8 3 所 讲 的 中 心 -焦点 判别 方法 ,容易 知道 一 个 中 心 
经 过 一 个 任意 小 的 扰动 可 以 变 成 焦点 ,而 一 个 细 焦 点 即使 得 T 了 ==0 
的 焦点 经 过 一 个 任意 小 的 扰动 可 以 突然 改变 其 稳定 性 ( 详 见 下 一 
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(1.5) 


(1. 6) 


章 的 讨论 和 习题 69). 在 这 两 种 情况 下 , 奇 点 O 在 其 邻 域 UO) 中 
轨 线 的 拓扑 结构 都 发 生 了 突然 的 改变 ,因而 根据 定义 3, 在 这 种 情 
况 下 该 奇 点 不 可 能 是 结构 稳定 的 . 从 而 有 

引 理 1.3 系统 (1.1) 的 使 得 D>0,T=0 的 奇 点 O 是 结构 不 
稳定 的 . 

下 一 个 引 理 说 明 O 为 结构 稳定 的 另 一 个 必要 条 件 是 D0. 

引 理 1.4 若 DD=0, 则 对 任意 6 之 0, 存 在 6>0 及 函数 p(x， 
y) 和 q(x,y)，, 使 得 系统 (1.2) 按 C" 模 是 9- 接近 系统 (1.1) 的 , 且 在 
U.(O) 中 至 少 存在 两 个 奇 点 ,因而 O 是 结构 不 稳定 的 . 

证 明 设 
4 6)_ aP,Q) 
cd A(r,y) 
由 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 知 ,对 任意 e 汪 0, 存 在 多 项 式 p(zr,y) 及 
5(Czyy) ,使 得 在 U,(O) 上 具有 性 质 


4=| (1.7) 


(r=0 


(1) (0,0)= 4(0,0)=0, 和 人 
(2) qd.((1),(2))<6/2, (1.8) 
其 中 系统 (I.2) 为 
PCr,y) + P(r,y)= PF, LD 
$= Q(z,Y) + 9(7,y) = ©. 
以 下 分 两 种 情况 讨论 : 
1) 牧 A=1 


这 时 abycyd 之 中 至 少 有 一 个 数 不 为 0. 通过 变换 一 ?,y 一 
z 或 考虑 系统 过 =Q(r,y),》 王 PCz,y), 总 可 使 得 6x 0. 而 这 些 
变换 都 不 改变 系统 (1. 1) 的 奇 点 ,因此 不 影响 对 奇 点 个 数 的 讨论 ， 
故 不 失 一 般 性 ,可 设 bs 0. 
由 引 理 1. 4 条 件 知 ,D=ad 一 一 0, 因 此 
c=ad/b. (1.9) 
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B= B+ar, P=P+F, 
#=g+Phr, G=Q+# 
其 中 
ay 
2 A 
(1. 10) 
及 二 cz 十 dy 一 入 一 5 
1 ee 
而 z, 是 一 个 正 数 ,因此 zi 关 0, 一 一 全。 (1.11) 
现 取 zi>0 充分 小 ,使 得 在 U.(O) 中 
d.((2),(2)) < 6/2, (1.12) 
其 中 系统 ( 工 3) 为 
z= P(r,y) + Bl(z,y) = FB, 
本 ( 工 2) 


y= Q(zr,y) 十 5(r,y) = Q. 

由 式 (1.8) 和 (1.12) 知 ,d,((1),(3))<5, 而 由 式 (1.9)~(1.11) 易 
证 
巨 (zy) 一 Gz1,y1) 一 0. 
因此 系统 (IT 2) 在 [7.(O) 中 至 少 有 两 个 奇 点 O(0,0) 和 OuCziyyi). 

2) 秩 A=0 

这 时 ,a=4=c=d=0. 设 zi 是 一 个 小 正 数 , 则 易于 验证 ， 
0O(0,0) 和 Oi(z1,0) 是 系统 (TI) 的 奇 点 . 因此 在 这 种 情况 下 ,系统 
(2) 在 U.(O) 中 也 至 少 有 两 个 奇 点 . 

综合 1) 和 2) 就 证 明了 引 理 1. 4. 

由 引 理 1.1~ 引 理 1. 4 及 第 三 章 § 4 中 奇 点 指数 的 计算 结果 
就 可 得 到 

定理 1.1 若 O 是 系统 (1.1) 的 结构 稳定 的 奇 点 , 则 O 必 是 使 
得 D<0 的 鞍点 ;或 D>>0, 信 =T? 一 4D 之 0 的 结 点 ;或 D>0, 作 = 
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T? 一 4D<0 而 TX0 的 粗 焦点 ,因而 O 的 奇 点 指数 是 十 1 或 一 1. 

由 以 上 内 容 可 知 ,动力 系统 在 小 扰动 下 ,不 可 能 从 结构 稳定 的 
奇 点 产生 出 新 的 拓扑 结构 , 即 不 存在 分 支 . 实际 上 ,下 面 将 看 到 ,分 
支 只 能 从 所 谓 的 多 重 奇 点 产生 ,因此 我 们 首先 定义 多 重 奇 点 的 概 

定义 4 设 ">1 是 一 个 自然 数 ,系统 (1. 1) 的 奇 点 O 称 为 是 
重 的 , 若 

(1) 存在 s>0 和 5o>0, 使 得 任意 满足 条 件 4.((1),(2))<6。 
的 系统 (1.2) 在 U。(O) 中 至 多 只 能 有 7 个 奇 点 ; 

(2) 对 任意 0<e<e 和 6 二 0, 存 在 一 个 满足 条 件 d 民 (CC(1)， 
(2))<9 的 系统 (1. 2) ,使 得 系统 (1.2) 在 U.(O) 中 至 少 有 7 个 奇 
点 . 

重 数 为 1 的 奇 点 称 为 简单 奇 点 , 重 数 之 2 的 奇 点 称 为 多 重 奇 
点 . 

由 定义 4 和 引 理 1. 2 得 出 , 若 0(0,0) 是 多 重 奇 点 , 则 O 是 孤 
立 的 且 D=0. 

设 O(0,0) 是 7 重 奇 点 ,r 宇 1,e, 和 6, 是 定义 4 所 说 的 数 ,C 是 
Us《O) 的 边界 . 我 们 可 取 6 充分 小 ,使 得 任意 满足 条 件 d,((1)， 
(2)) 的 系统 (1. 2) 在 C 上 不 存在 奇 点 , 且 由 系统 (1.1) 和 (1.2) 所 
定义 的 向 量 场 在 此 圆 的 任 一 点 处 不 指向 相反 的 方向 ,那么 由 向 量 
场 沿 一 闭 曲线 的 转角 的 定义 易于 证 明 

引 理 1.5 设 6>>0,C 是 U。(O) 的 边界 ,Wo.w(C) 表 示 系 统 
(1.1) 的 向 量 场 沿 曲线 C 旋转 一 周 后 所 转 过 的 角度 , 则 若 5, 二 0 充 
分 小 ,系统 (1. 2) 满 足 条 件 d.((1),(2))<6。 就 有 

Wuu(Cc) = Wua(C). 

按照 定义 4, 一 个 r 重 奇 点 经 扰动 后 最 多 可 产生 出 r 个 奇 点 . 
下 面 的 定义 特别 将 达到 这 个 最 大 数 的 扰动 系统 区 别 出 来 . 

定义 5 设 O 是 系统 (1.1) 的 ~ 重 奇 点 ,一 个 按 C" 模 5- 接 近 
系统 (i. 1) 的 系统 (1.2), 称 为 是 一 个 O 的 分 支 奇 点 已 被 分 离 的 系 
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统 , 如 果 在 U.(O) 中 恰 有 系统 (1. 2) 的 ~ 个 奇 点 ,简称 该 系统 为 分 
离 系统 . 

引 理 1.4 已 证 明 , 一 个 多 重 奇 点 通过 一 个 特别 的 微 扰 即 可 产 
生 至 少 两 个 奇 点 . 为 了 描述 分 离 系统 的 特性 ,我 们 先 说 明 , 任 何 一 
个 奇 点 通过 一 个 特别 的 微 扰 也 可 以 变 成 一 个 结构 稳定 的 奇 点 . 即 

引 理 1.6 设 O 是 系统 (1.1) 的 奇 点 , 则 存在 一 个 按 C" 模 人 
接近 系统 (1. 1) 的 系统 (1. 2) ,使 得 至 少 O 是 系统 (1. 2) 的 结构 稳 
定 奇 点 . 

此 引 理 请 读者 自行 证 明 , 见 习题 70. 

下 面 给 出 分 离 系统 的 一 个 特性 . 

引 理 1.7 分 离 系 统 的 奇 点 都 是 简单 奇 点 . 

证 明 设 O 是 系统 (1.1) 的 -~ 重 奇 点 ,系统 (1. 2) 是 一 个 分 离 
系统 , 按 定义 5, 系统 (1. 2) 恰 有 7 个 奇 点 O,,…,O. 位 于 UL。(O) 
中 . 用 反 证 法 . 假设 0;:(i=1,2,…,r) 不 全 是 简单 奇 点 ,那么 不 妨 设 
O, 是 多 重 奇 点 . 令 

Vi=U,(0), Vi=U,(0,), Fi=U,(0), 
其 中 取 s 使 得 下 式 成 立 ， 
VCFCFCU(O). 

由 引 理 1.6 知 ,存在 r 一 1 个 按 C" 模 (6/4)- 接 近 系统 (1. 2) 的 系统 
(1.2),(i=1,2,° ,7—1) 

Plz,y) + pi(z,y) 一 P， 

y= QGCr,y) 十 qzy) = Q;, 
使 得 O, 是 系统 (1. 2) 的 结构 稳定 奇 点 . 由 微 积分 学 可 知 ,我 们 可 构 
造 一 个 系统 (I.2) 

人 P(rzr,y) + 方 (z,y) = FE: 

$= Q(zr,y) + 5Cz,y) = 一人， 
使 得 在 ViG 一 1,2,…,r 一 1) 中 系统 ( 工 2) 恒 同 于 系统 (1. 2), 在 了 
中 便 同 于 系统 (1. 2). 在 V; 之 外 5 二 9 二 0, 而 在 V; 和 VV 之 闻 是 C" 
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(1.2); 


(TZ) 


光滑 连接 的 , 且 
d,((2),(2)) < 6/2. 
于 是 0,(i=1,2,…,r 一 1) 是 系统 (I.2) 的 结构 稳定 奇 点 ,O; 是 系 
统 (I-2) 的 至 少 2 重 的 多 重 奇 点 .由 引 理 1. 4 知 ,存在 一 个 按 C" 模 
是 (6/4)- 接 近 系 统 (I.5) 的 系统 (1. 2),, 使 得 该 系统 在 V, 中 至 少 
有 两 个 奇 点 0, ,0,,. 与 前 面 类 似 ,我 们 可 构造 一 个 系统 (1. 3) 
z= P(r,y) + Blr,y) = Blz,y), 
| Q(zr,y) + 5(z,y) = Oz,y), 
使 得 在 也 G=1,2,…,r 一 1) 中 系统 ( 工 2) 恒 同 于 系统 (1. 2) ,在 
中 系统 ( 工 3) 恒 同 于 系统 (1. 2),, 在 元 , 之 外 了 = 了 二 0, 而 在 
UV (O) 之 间 是 C" 光滑 连接 的 , 且 
d.((2),(2)) < 6/2. 
于 是 d,((2), (2))<<6, 且 系统 (I.2) 中 有 7r 十 1 个 奇 点 O,…， 
0O,-1,0,,O,,; 而 这 与 O 是 7 重 奇 点 的 假设 矛盾 . 由 此 就 证 明了 引 
理 . 


一 
| 
Nl 
~ 


和 


那么 是 否 存在 分 离 系 统 呢 ? 由 奇 点 重 数 的 定义 ,以 及 引 理 1. 6 
和 引 理 1.7 的 证 明 方 法 知 ,下 面 的 引 理 成 立 . 

引 理 1.8 若 O 是 系统 (1.1) 的 7 重 奇 点 , 则 存在 一 个 按 C” 
模 可 任意 接近 该 系统 的 系统 (1. 2) ,使 其 在 (CO) 中 有 个 结构 
稳定 的 奇 点 . 

下 面 几 个 定理 给 出 本 节 的 主要 结果 . 

定理 1.2 若 O 是 系统 (1.1) 的 r 重 奇 点 ,T 是 O 的 奇 点 指 
数 , 则 I 三 r (mod 2). 

证 明 由 引 理 1.8 知 ,存在 系统 (1.1) 的 充分 小 的 C' 扰动 系 
统 (1.2), 使 得 该 系统 中 有 7 个 结构 稳定 奇 点 O,，,…，,O,, 由 引 理 
1.5 知 

Wa.»(C) = Wa.»(C) = 2r7. 
由 第 三 章 $ 4 中 定理 4. 4, 以 及 上 式 和 本 节 定 理 1. 1 就 得 出 
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1 ly 
7 一 2 nC) 2aW nC) 


= Ta.»(O0) + Toa.» (O02) + To.» (O,) 
二 1 十 1 工 十 … 十 1 (mod 2) 


三 r (mod 2). 
与 定理 1. 2 的 证 明 相同 ,可 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 1.3 若 O 是 系统 (1. 1) 的 ~ 重 奇 点 ,系统 (1. 2) 是 按 C 
模 60- 接 近 系统 (1.1) 的 扰动 系统 ,在 U。(O) 中 恰 有 上 个 结构 稳定 
奇 点 , 则 
k=r (mod 2). 
证 明 类 似 于 定理 1.2 可 证 
Tk (mod 2). 
因此 圭 T (mod 2). 再 由 定理 1. 2 即 得 
kk 三 TT 三 r (mod 2). 


82 余 维 1 分 支 


前 一 节 虽 然 已 给 出 了 多 重 奇 点 的 一 些 性 质 ,但 是 并 未 解决 对 
于 一 个 给 定 的 系统 ,其 奇 点 的 性 态 如 何 的 问题 . 然而 这 一 问题 不 可 
能 一 般 地 解决 ( 若 卫 三 Q 三 0, 则 扰动 系统 (1. 2) 包 含 了 平面 系统 
的 全 体 ), 因 此 我 们 仅 限于 考虑 

秩 4=1 

的 情况 , 即 所 谓 余 维 1 的 情况 . 

由 引 理 1. 4 中 情况 1 的 证 明知 不 失 一 般 性 ,可 设 4 关 0, (由 于 
我 们 实际 上 考虑 的 是 方程 组 P(z,y)=0,QCz,y) 一 0, 因 此 总 可 以 
通过 调换 z,y 所 处 位 置 的 地 位 或 P,Q 来 达到 dx 0, 而 这 些 调换 
完全 不 影响 解 的 个 数 和 重 数 . ) 

我 们 的 目标 是 对 余 维 1 情况 构造 一 个 由 系统 右 端 确定 的 一 元 
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函数 ,使 得 我 们 所 关心 的 奇 点 O 的 性 态 可 由 此 函数 零点 的 性 态 完 
全 确定 . 这 种 函数 如 果 存 在 ,我 们 就 称 之 为 O 的 这 种 性 态 的 分 支 
函数 . 下 面 的 定理 给 出 了 一 个 关于 奇 点 O 重 数 的 分 支 函数 . 

定理 2.1 设 在 系统 (1. 1) 的 奇 点 O 的 充分 小 邻 域 中 可 由 方 


程 
Q(zr,y)=0 (2.1) 


确定 一 个 唯一 的 隐 函 数 
y= Nr), HO0)=0,9€EC (r=Y(y), $0) =0, EC"), 
(2.2) 


而 
G(r)= PCz,Yz)) (G(y) = P(Yy(y),y)). (2.3) 


则 O 是 系统 (1. 1) 的 -~ 重 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 数 0 是 函数 G(x) 
(G(y)) 的 7 重 根 .特别 ,条 件 zs 0 保证 函数 GCz) 存 在 . 

证 明 不 妨 设 G(z) 存 在 , 设 9 充分 小 ,系统 (1. 2) 是 系统 
(1.1) 的 按 C" 模 9- 接近 系统 , 则 对 系统 (1. 2) 也 可 定义 一 个 与 
GCz) 对 应 的 函数 C:(z). 显然 系统 (1. 2) 的 奇 点 个 数 就 等 于 Cs(z) 
的 不 相同 的 零点 个 数 . 

先 证 必要 性 , 即 设 O 是 系统 (1.1) 的 ~ 重 奇 点 . 则 由 定义 4 的 
条 件 (2) 知 ,存在 一 个 充分 小 的 C" 扰动 系统 (1.2), 使 其 有 个 奇 
点 ,从 而 存在 ri<r:<…<zr, 使 得 


G:(zi) = G(T2) = "= Gs(7,) = 03 (2.4) 
存在 zx" <zx”<…<zl ,使 得 
Gr) = = G(r ) = 0; (2. 4)1 
存在 zx, ,使 得 
G(r 一 0 《2. 4)- 
〈(2. 4) 一 (2.4),-: 各 式 成 立 是 根据 罗 尔 定理 ). 在 上 述 各 式 中 令 


9 一 0, 则 数 
z2 -0 (1 和 ii 委 r 一 1,1 委 jj 委 -一 )， 
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C:(z) > G(z). 
因此 有 


G(0) = 0 (0) = = Gn(0) = 0. (2.5) 
若 G”"(0)=0, 则 存在 e>0 使 当 |z|<ea<es 时， 
d.(G(x) ,0) < 812. 
考虑 一 个 系统 (1. 2) ,其 中 
pz,y) = f(r) — G(r), g(xz) 一 0， 
f(x) = ar(r — rT1)"(r — x,), 
Izi| 过 aG=1,2,…,r) 是 7 个 任意 选 定 的 数 . 取 a 充分 小 ,使 
d,(f (zx),0) < 6/2. 
因而 d.((1),(2))=d,(p(zx,y),0)<6, 对 系统 (1.2) 有 
G:(z) = G(r) + f(r) — Gr) = f(z). 
于 是 系统 (1.2) 在 UC(O) 中 有 7 十 1 个 奇 点 .这 与 O 是 ~ 重 奇 点 矛 
盾 , 这 就 说 明 G""(0) 闪 0. 因 此 ,由 式 (2.5) 即 知 0 是 G(z) 的 ~ 重 
根 . 
下 面 证 充分 性 , 即 设 0 是 GC(z) 的 7 重 根 , 则 G"(0) 志 0. 若 存 
在 某 一 5- 接近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 (1. 2) ,使 其 在 U,(O) 中 
有 r 十 1 个 奇 点 , 则 仿 式 (2.5) 的 证 明 可 知 ,G"(0)==0. 这 一 矛盾 说 
明 , 任 意 9- 接 近 系 统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 在 U.(O) 中 至 多 存在 7 
个 奇 点 . 另 一 方面 ,由 G"%(0) 关 0 和 式 (2.5) 知 ， 
CCz) = a,r’ + h(z). 
于 是 存在 正 数 e>0, 使 当 |z|<e<eo 时 ， 
d,(h(z) ,0) < 3/2. 
现 考虑 系统 (1. 2) ,其 中 
q(xz,y)=0, plz,y)=f(7)—G(z), 
f(r)=a, rz—Zz1) (一 Zr-1)， 
而 |zi|<ali=1,…,r 一 1) 是 7 一 1 个 任意 选 定 的 数 . 取 z; 充分 小 ， 
使 
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局 a2 0 <0/2. 
则 
d,((1),(2)) = d,(p(z,y),0) 
<d(f(r) — a,r 0) + dh(r),0) < 

而 Gi(x)=G(z) 十 f(z) 一 G(x)==f(z) 在 U。(O) 中 至 少 有 7 个 奇 
点 .由 以 上 两 点 ,说 明 O 是 系统 (1.1) 的 7 重 奇 点 .定理 2.1 得 证 . 

由 定理 1.3 知 , 若 O 是 (1.1) 的 -~ 重 奇 点 ,而 00- 接近 系统 
(1.1) 的 Cr 扰动 系统 (1.2) 在 U。(O) 中 恰 有 个 结构 稳定 奇 点 , 那 
么 整数 4 须 满足 条 件 

k=r (mod 2). 

.现在 我 们 要 反 过 来 问 ,是 否 对 任意 一 个 满足 三 r (mod 2),0<k< 
r 的 数 &, 都 存在 一 个 6,- 接 近 系 统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 (1. 2), 使 
其 在 U.《O) 中 恰 有 个 结构 稳定 奇 点 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 一 问 
题 . 

定理 2.2 设 O 是 (1.1) 的 r 重 奇 点 , 且 设 在 Us(O) 中 Glz) 
存在 , 则 对 任意 满足 条 件 0<k<r,k 三 r (mod 2) 的 整数 4 及 任意 

正 数 3 过 5,e<<eo, 都 存在 一 个 -接近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 
(1. 2) ,使 得 系统 (1. 2) 在 U.(O) 中 恰 有 个 结构 稳定 奇 点 . 

证 明 由 条 件 在 U,(O) 中 Q=0 保 证 函数 G(x) 存 在 ;由 定理 

4 知 ,0 是 G(z) 的 r 重 根 , 故 

G(x) = a, 7’ + h(z). 
令 。 充 分 小 , 则 当 |zl<e 时 ， 
d,(h(z),0) < 6/4. 
令 
g(xz,y) = 0, plr,y) 一 Cr) 一 CCz)， 

其 中 f(z)=as《z 一 z)…(z 一 TD) (zx! 十 a),a>0; |zi|<e 是 个 

任意 选 定 的 数 . 取 a,z; 充分 小 ,可 使 


dkz) 一 wx,0) < 4. 
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于 是 由 定理 2. 1 的 证 明知 ,d,((1),(2))<6/2, 而 Gs(z)=f(z) 恰 
有 上 个 零点 . 因此 系统 (1. 2) 在 Uw,(O) 中 恰 有 个 奇 点 (注意 ,由 
条 件 有 三 r (mod 2) 知 r 一 k 是 偶数 ,再 由 a 二 0 知 z “十 a 没有 根 ). 
由 于 xz,… ,zh 都 是 G,(zx) 的 单 根 , 故 由 定理 2.1 知 ,系统 (1.2) 的 
奇 点 都 是 简单 奇 点 . 如 果 它 们 都 是 结构 稳定 的 ,定理 即 已 证 完 . 如 
果 系 统 (1. 2) 的 奇 点 之 中 还 有 结构 不 稳定 的 , 则 由 引 理 1. 2, 引 理 
1.6 和 引 理 1. 7 的 证 明 方法 知 ,可 构造 一 个 (6/2)- 接 近 系统 (1. 2) 
的 C" 扰动 系统 (I. 2) ,使 得 该 系统 在 UV:(O.) 中 恰 有 1 个 结构 稳定 
奇 点 .于 是 系统 (I 2) 即 是 9- 接 近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 , 且 在 
U.(O) 中 恰 有 & 个 结构 稳定 奇 点 . 

作为 对 定理 2. 2 的 补充 ,我 们 有 

定理 2.3 设 O 是 (1.1) 的 r 重 奇 点 , 且 设 在 U,(O) 中 G(x) 
存在 , 则 对 任意 满足 条 件 0 三 二 7 的 整数 & 及 任意 正 数 6<6。， 
e<eo, 都 存在 一 个 -接近 系统 (1.1) 的 Cr 扰动 系统 (1. 2) ,使 得 该 
系统 在 U.(O) 中 恰 有 个 奇 点 . 

证 明 在 定理 2. 2 前 半 部 的 证 明 中 取 

jz) = ar r(x — T(z — 1) 

即 可 . 

但 必须 指出 , 若 上 不 满足 条 件 4 二 ~ (mod 2), 则 系统 (1.2) 必 
然 含 有 高 阶 奇 点 (否则 与 定理 1. 3 矛盾 ) ,因此 不 能 应 用 引 理 2. 1. 
这 样 在 4 天 r (mod 2) 的 情况 下 ,定理 2. 3 不 能 像 有 条 件 三 r 
(mod 2) 时 那样 保证 系统 (I.3) 恰 有 上 个 结构 稳定 奇 点 .( 只 能 保 
证 系统 (TI.2) 至 少 有 上 个 结构 稳定 奇 点 . ) 


$3 鞍 - 结 点 分 支 


本 节 仍 讨论 余 维 1 的 分 支 , 即 设 秩 4=1, 但 补充 假设 Ts 0. 


在 此 情况 下 ,可 用 一 个 非 异 线性 变换 把 系统 (1. 1) 化 为 
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人 Pa(Cz,y) 一 PCz,y)， 也: 不 含 线性 项 ， oe 


y= yy 十 Qlr'y) = Q(zr,y)， Q, 不 含 线性 项 . 
显然 ,这 时 方程 Q@=0 保证 了 G(z) 的 存在 性 . 由 第 二 章 8$ 4 中 讨论 
高 阶 奇 点 的 方法 和 向 量 场 旋转 度 的 分 析 及 引 理 1. 5 就 有 

定理 3.1 设 在 系统 (1. 1) 中 秩 A=1,T0, 则 方程 Q@=0 保 
证 了 函数 C(Cz) 的 存在 (或 C(y) 的 存在 ). 若 
CCz) 一 az 十 …，r 二 2,，a, 闪 0， (3.2) 


则 


(1) 当 r 是 奇数 且 as.>0 时 ,O 是 结 点 (图 7.1),1(0)= 十 1; 
(2) 当 r 是 奇数 且 w,<0 时 ,O 是 鞍点 (图 7.2),1(0)= 一 1; 


> 


图 7.1 -~ 是 奇数 ，ar>0 图 7.2 -二 奇数, w<0 


/ 


图 7.3 -~ 是 偶数 ,a>0 图 7.4 -是 偶数 , ar<0 
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(3) 当 - 是 偶数 时 ,O 是 鞍 - 结 点 (图 7.3, 图 7.4),1(0)=0. 

在 计算 奇 点 O 的 指标 时 ,可 以 用 下 述 方法 计算 旋转 度 ; 设 C 
是 一 个 圆心 为 O、 半 径 充 分 小 的 圆 , 通 过 计算 沿 C 旋转 一 周 的 过 程 
中 ,向 量 场 穿 过 一 个 固定 方向 (例如 y 轴 的 方向 ) 的 次 数 , 即 可 算出 
旋转 度 . 

上 面 的 定理 说 明 , 在 T0 的 情况 下 ,分 支 函 数 完 全 确定 了 未 
扰动 系统 奇 点 的 性 态 . 下 面 的 引 理 说 明 , 当 条 件 Ts 0 满足 时 也 可 
确定 扰动 系统 奇 点 的 某 些 信息 . 

引 理 3.1 设 在 系统 (1.1) 中 秩 4=1,TX#0,6 是 充分 小 的 正 
数 ,系统 (1. 2) 是 6- 接 近 系统 (1. 1) 的 Cr 扰动 系统 , 则 系统 (1. 2) 的 
结构 稳定 奇 点 只 可 能 是 结 点 或 鞍点 . 

证 明 设 O' 是 系统 (1.2) 的 一 个 奇 点 ,系统 (1.2) 在 O* 的 线 
性 化 系统 的 系数 矩阵 为 4" ， 

T*=TrA*, D'* =det4'. 
由 于 O' 是 结构 稳定 奇 点 , 故 由 引 理 1.4 知 
D' #0. 
当 6>0 时 ,T' 一 T,D' 一 D=0, 因 而 
A' = (7 一 4D' >0. 
这 就 证 明了 系统 (1. 2) 的 结构 稳定 奇 点 只 能 是 结 点 或 鞍点 . 

现 设 5- 接近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 (1. 2) 中 有 上 个 结构 稳 

定 结 点 0;(i=1,2,…,k),1(O,) 是 0; 的 指标 , 则 由 公式 
了 一 To.2(OUD) ee Tu.2»(0,) 〈 见 定理 1.2 证 明 )》 
和 定理 3. 1, 以 及 引 理 3. 1 即 得 

定理 3.2 设 在 系统 (1.1) 中 秩 A4=1,T0, 奇 点 0 的 重 数 是 
rlr 之 2). 6 是 一 个 充分 小 的 正 数 ,系统 (1. 2) 是 5- 接 近 系 统 (1. 1) 
的 扰动 系统 ,有 不 个 结构 稳定 奇 点 O1,O,，…,O4, 则 

0<kZr, k=r (mod 2)， 
并 可 等 于 任意 一 个 满足 上 述 条 件 的 数 ,O;(i 二 1,2,…,k) 只 能 是 结 


点 或 鞍点 , 且 
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(1) 车 O 是 结 点 , 则 & 是 奇数 是 在 奇 点 0;(i=1,2,…,k&) 中 ， 
结 点 个 数 比 鞍点 个 数 多 1 个 ; 

(2) 若 O 是 款 点 , 则 “是 奇数 且 在 奇 点 0;(1 二 1,2,…,k) 中 ， 
鞍点 个 数 比 结 点 个 数 多 1 个 ; 

(3) 若 O 是 鞍 - 结 点 , 则 是 偶数 且 在 奇 点 0,G 一 1,2，…,) 
中 , 结 点 的 个 数 等 于 鞍点 的 个 数 . 


$4 有 两 个 零 特征 根 的 余 维 1 分 支 


本 节 讨 论 平面 系统 余 维 1 分 支 的 最 后 一 种 情况 , 即 秩 4A=1， 
T=0 的 情况 ,这 时 4 的 两 个 特征 根 都 等 于 零 . 在 此 情形 下 首先 可 
用 一 个 非 异 线性 变换 把 系统 (1. 1) 化 为 

| y 十 P(x,y)， P, 不 含 线性 项 ， 
y= Q:(z,y)， @Q: 不 含 线性 项 . 
再 通过 在 原点 O 的 邻 域 中 一 对 一 的 变换 : 
rz>I, y+ P(rz,y) 一 》， 
又 可 把 系统 (4. 1) 化 为 系统 
i=y, 
(4.2) 
1 6,(z,y)， 6, 不 含 线性 项 . 
仍 把 6, 记 为 Q:, 故 存在 一 个 原点 邻 域 中 是 一 对 一 的 变换 把 系统 
(1.1) 化 为 : 


(4.1) 


z= y, 
| (3) 
y= Q:(Cz,y)， 


其 中 Qu:(z,y) 不 含 线性 项 . 
由 于 O(0,0) 是 系统 (4. 3) 的 孤立 奇 点 , 故 可 设 
Qi:(zr,y) = az(l 十 hz)) 十 加 zy(1L 十 gCz)) 十 yy)， 
其 中 心 z),g(z),7F(z,y) 都 是 解析 的 ,请 (0) 一 5(0) 一 0,r 之 2,ar 立 
0, 是 一 个 自然 数 . 这 时 
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CCz) = Qs(r.0) 一 wz 十 …， 
故 O 是 ~ 重 奇 点 . 
我 们 用 第 二 章 $4 中 讨论 高 阶 奇 点 的 方法 及 关于 向 量 场 旋转 
度 的 分 析 ,可 以 得 出 
定理 4.1 设 在 系统 (1. 1) 中 秩 4=1,T=0, 则 该 系统 可 通过 
一 个 在 O 点 邻 域 中 一 对 一 的 变换 将 其 化 为 系统 (4. 3), 且 可 设 
Q:(z,y) = azr(l1 十 hz)) + b, ry(l + g(r7)) + y fr,y), 
其 中 h(r),g(z),f(z,y) 都 是 解析 的 ,h(0)==g(0)==0,r 之 2,a, 夺 
0,n 是 一 个 自然 数 .这 时 O 是 一 个 ~ 重 奇 点 . 
当 r==2m 十 1 是 一 个 奇数 时 , 设 入,= 避 十 4《m 十 1)a,, 则 
(1) 若 a,>0, 则 O 就 是 一 个 鞍点 ,1(O0)== 一 1( 图 7.5); 
(2) 若 
a: 达 0，b. 太 0，n 是 偶数 ，n 二 m， 
或 
ar<0，b% 闪 0, 是 偶数 ,n= 二 =m, 但 人 ,之 0， 
则 O 就 是 一 个 结 点 ,1(0)= 十 1; 
(3) 若 
a: 达 0，b. 太 0,，n 是 奇数 ，n 过 m， 
或 
a, 达 0，b. 直 0,，n 是 奇数 ,n= 二 m, 但 入 , 宇 0， 
则 O 就 是 一 个 有 椭圆 域 的 奇 点 ,1(O) 二 十 1( 图 7. 6); 
(4) 车 
a:<0, b= 0, 
或 
ar<0, bX0, n>m, 
或 
a<0， 加 六 0，7? 一 mi 但 人 -<<0， 
则 O 就 是 一 个 中 心 或 焦点 ,T(O) 一 十 1. 
当 r=2m 是 一 个 偶数 时 : 
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图 7.6 有 椭圆 域 的 奇 点 


图 7.7 退化 奇 点 图 7.8 鞍 - 结 点 
(5) 车 b=0, 或 6, 太 0,n 宇 m, 则 O 就 是 一 个 退化 奇 点 ,T(O) 
二 0( 图 7.7); 


(6) 若 b 半 0,1<n 过 m, 则 O 就 是 一 个 鞍 - 结 点 ,1(O)==0( 图 
7. 8). 

由 定理 1. 2、 定 理 2. 2 和 定理 4. 1 即 得 

定理 4.2 设 在 系统 (1.1) 中 秩 4=1,T=0, 奇 点 O 的 重 数 是 
r, 则 对 任意 不 超过 的 奇数 &,O 可 以 分 支出 个 结构 稳定 奇 点 . 

O 是 一 个 鞍点 的 充分 必要 条 件 是 ,O 所 分 支出 的 结构 稳定 的 
结 点 和 焦点 个 数 之 和 比 O 所 分 支出 的 结构 稳定 鞍点 个 数 少 1 个 . 

对 鞍点 以 外 的 重 奇 点 分 支 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

对 重 数 是 偶数 的 奇 点 有 以 下 的 定理 : 
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定理 4.3 设 在 系统 (1.1) 中 , 秩 A4=1,T=0, 奇 点 O 的 重 数 
是 偶数 ,r=2m, 则 

(1) 若 O 在 -一 个 充分 接近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 (1. 2) 中 
分 支 为 上 个 结构 稳定 奇 点 0,G=1,2,…,), 则 有 是 一 个 偶数 , 且 
O; 中 结 点 的 个 数 与 焦点 的 个 数 之 和 等 于 鞍点 的 个 数 ; 

(2) 车 O 是 一 个 退化 奇 点 , 则 存在 一 个 任意 接近 系统 (1. 1) 的 
分 离 系统 (1. 2) ,使 得 O 在 系统 (1. 2) 中 只 分 支 为 结构 稳定 的 焦点 
和 鞍点 ; 

(3) 若 O 是 一 个 鞍 - 结 点 , 则 在 一 个 充分 接近 系统 (1. 1) 的 分 
离 系 统 中 ,O 所 分 支出 的 奇 点 之 中 至 少 包含 一 个 结 点 . 

证 明 (1) 由 定理 1. 2 及 其 证 明 中 的 公式 

1(0) = To.»(O00D) + + Toa» (O00), (4.4) 
以 及 定理 4. 1 即 可 得 所 要 证 的 结论 . 

(2) 由 定理 4. 1 知 , 若 O 是 一 个 退化 奇 点 , 则 六 一 0 或 如 闪 0， 
n 宇 m. 
首先 设 b 六 0, 再 设 0 二 e 过 6 是 一 个 充分 小 的 正 数 , 正 数 xz; 
0(i 二 1,2,…,n 一 1) 满 足 不 等 式 

0<rn<r<<r <e. (4.5) 


令 
b(7) = br(T— TT— Ti1) = 67" 二 二 hr. 
(4. 6) 
由 mm 二 n 得 出 m 一 1 过 n 一 1, 设 z,(j=1,2,…,m) 满 足 不 等 式 
0<i<n<i<r < rn Tn <In LIne 


(4.7) 
再 令 
a(z)= a, (IT — TT — Za) (TO— ZI)"(T— Tn) 
=aT 二 "十 a (4. 8) 
现在 考虑 系统 
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T= y， 
$= a(z)(1 十 ACz)) + ony + g(7)) + yf(r,y). 
(4. 9) 
现 取 e 充分 小 ,使 得 当 |z|<e 时 ,1 十 h(x) 之 0, 且 系统 (4. 3) 与 系 
统 (4.9) 的 C" 距离 d,((3),(9))<=6/2. 由 式 (4. 6) 和 (4.8) 知 , 式 
(4.9) 的 所 有 位 于 UAO)CU。(O) 中 的 奇 点 为 : 
O00), Oi(zi,0) (i = 1,2,°,m— 1) 

和 O,(z,0) (j= 1,2,%,m), 
共有 r=2m 个 奇 点 .于 是 系统 (4. 9) 是 一 个 分 离 系统 . 因此 ,由 引 
理 1.7 知 ,系统 (4. 9) 的 所 有 奇 点 都 是 简单 奇 点 . 

设 0 (zr* ,0) 是 系统 (4.9) 的 奇 点 , 则 由 直接 计算 可 知 


T* =6(r°)(1 + gr), D' =— a'(r')(l+h(z')). 
(4.10) 
由 式 (4.6) 可 得 
T(O)=T(0)=0 GG=1,2 mCO—1). (4.11) 
由 式 (4. 8) 得 


a' (0) 一 (一 1)2 rr Tm T) Ta" Tm 0. 


因此 ,由 式 (4.7) 以 及 多 项 式 相 邻 的 简单 零点 处 的 导数 符号 相反 的 


性 质 知 
a'(z) > 0,a (rn) <0，…，a' (zm) < 0, a'(zn)> 0. 
(4.12) 
由 式 (4. 10) 及 (4. 12) 即 得 
D(O) >00=1,2,,m— 1), 
(0)>0G=1 m Ce 


DO,) <0 (= 1,2,°,m). 
由 式 (4.11) 和 (4.13) 可 知 ,0,(j==1,2,…,m) 是 系统 (4.9) 的 结构 
稳定 的 鞍点 ,而 O 和 0O;(i=1,2,…,m 一 1) 是 系统 (4.9) 的 细 焦 点 . 
由 引 理 1. 6, 对 系统 (4. 9) 再 进行 一 次 微 扰动 就 可 得 到 一 个 9- 接近 
系统 (1. 1) 的 Cr 扰动 系统 (1. 2) ,使 得 系统 (1. 2) 中 恰 有 m 个 结构 
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稳定 鞍点 和 m 个 结构 稳定 焦点 . 这 就 对 % 闪 0 的 情况 证 明了 本 定 
理 中 (2) 的 结论 . 
若 久 一 0, 则 不 必 再 购 造 函 数 6(z), 只 要 取 0<zi<z<… 忆 
zxm-1<e 是 任意 的 正 数 就 可 完全 仿照 b, 夺 0 时 的 证 明 得 出 结论 . 
下 面 证 明 最 后 一 个 结论 , 即 (3). 设 O 是 鞍 - 结 点 . 由 定理 4. 1 
知 ,b 夺 0,1 三 nn 二 m. 我 们 分 两 步 证 明 : 
第 一 步 ,首先 证 明 对 一 种 特殊 的 分 离 系统 , 即 p(x,y) 志 0 的 
扰动 系统 
Es 
y= arz(1 十 A(z)) + br"y(l + g(r)) 
+ yf(r,y) 十 qgCzr,y)， 
= Q(z,y) + qr,y) = Az,y) 
结论 成 立 . 设 系 统 (1.1) 与 系统 (4.14) 的 C' 距离 dzm_1((1),(14)) 
<6, 且 在 U(O) 中 恰 有 2m 个 奇 点 O,《zi,0)(i==1,2,…,2m). 由 
直接 计算 得 出 
Bz)= Bz,0) =— Q(z,0) 
一 一 gx(zy0) 一 2amz™ (1 + h(z)) — a, zh' (7x), 
(4. 15) 
Fz) = Bz,0) = Q,(z,0) = gy(z,0) + bx"(1 + g(7)), 
(4. 16) 


(4.14) 


A (xz)= A (zx,0) = Fi(r,0) — 4 Hz,0) 
= bizr™” 十 Ji(z) 十 ga(z) = bix™” + Hr), (4.17) 
其 中 
Pi(Cz) 一 202z2g(z) 十 bir”g’(r) 
十 8amarztr-1(] + hr)) 十 ha zmh'(z), (4.18) 
pax)= gi(z,0) 十 2g,(z,0)b.r"(] 十 BCz)) + 4g.(7,0). 
(4. 19) 
从 nm<m 得 出 2 二 2m 一 1. 此 外 由 于 g(0)==0, 故 函数 wm(z) 可 写 
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成 
Jr(Cz) = zzt+l 万 (z)， (4. 20) 
其 中 5,(z) 是 一 个 解析 函数 . 由 于 
dam 1((1),(14))=d;m_1(g (x,y),0)<6,, 

go 可 充分 小 , 故 可 选 0 二 6 二 6, 及 & 充分 小 ,使 得 

(2) dam-1(q(7T,y),0)<0; 

(i) A(~a)>0, Ale)>0; 

GD 当 一 a 三 za 时 


2n) 162 
gz )< 和 (= 1,2); 


(iv) 所 有 奇 点 Oi 二 1,2,…，,2m) 都 位 于 U。(O) 中 ， 
由 wz) 一 Pi(Cz) 十 pa(Cz) 及 (iii) 中 的 式 子 知 ,在 区 间 [ 一 eve] 上 
Ig (7)| < (2n)162. 

因此 ,由 式 (4.17) 得 出 人 (z) 在 区 间 [一 a,e] 上 至 多 有 2n 个 根 . 
(为 什么 ?见习 题 71. ) 设 生 ,…,& 是 A(z) 在 此 区 间 上 的 不 同 的 根 
(中 间 可 能 有 重 根 ), 则 5 把 [一 ee] 分 成 了 4 十 1 个 小 区 间 , 在 每 
个 小 区 间 上 A(z) 不 变 号 , 且 由 于 (i) , 故 在 第 一 个 和 最 后 一 个 小 区 
间 上 Adz)>0. 把 AGz)<0 的 小 区 间 称 为 负 区 间 , 并 用 了，… ,J 
表示 (图 7. 9). 由 于 在 两 端的 小 区 间 上 入 (zx)>>0, 故 负 区 间 不 可 能 
是 位 于 两 端的 小 区 间 , 即 每 个 负 区 间 的 两 个 端点 都 是 A(z) 的 根 . 


图 7.9 Adz) 的 零点 和 负 区 间 
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如 果 台 是 两 个 相 邻 的 负 区 间 ( 如 图 7. 9 中 的 ,J;) 的 公共 端点 ， 
则 名 必 是 人 (x) 的 一 个 偶 重 根 ,因此 重 数 至 少 是 2. 设 在 ! 个 负 区 
间 中 有 24 个 是 相 邻 的 ,/ 一 24 个 是 与 其 他 负 区 间 分 离 的 . 那么 每 
-个 分 离 的 负 区 间 有 两 个 端点 , 即 对 应 着 人 (zx) 的 至 少 两 个 根 ,而 
每 一 对 相 邻 的 负 区 间 共 有 3 个 端点 (两 端的 端点 和 中 间 的 公共 端 
点 ), 对 应 着 A(z) 的 至 少 2 十 2 。 1=4 个 根 ( 中 间 的 端点 对 应 着 至 
少 一 个 二 重 根 ). 因此 
过 20 一 20) 十 40 = 2l. 
另 一 方面 , (x) 在 此 区 间 上 至 多 有 2n 个 根 , 因 此 ,2 全 有 < 2n. 
故 得 
li<n<m. (4.21) 
由 (iv) 知 ,系统 (4.14) 的 所 有 奇 点 0; 都 位 于 U。(O) 中 且 都 是 结构 
稳定 的 ,因此 由 引 理 1.7 知 ,0O; 都 是 简单 奇 点 . 如 果 O(z ,0) 位 于 
某 一 负 区 间 中 , 则 必 有 
Db, = tz,) > 0. 
否则 
A;= Alz) =T:— 4D,>0. 
此 结果 与 0; 在 负 区 间 中 矛盾 . 
下 面 我 们 证 明 在 每 个 负 区 间 之 中 至 多 含有 一 个 奇 点 . 若 假设 
不 成 立 , 设 在 某 个 负 区 间 J 中 含有 两 个 奇 点 Oi《z1,0) ,Os (zs,0). 
不 妨 设 x 过 zs 且 在 [zi,z?] 之 间 没 有 其 他 奇 点 , 则 
Xo)>0, tO,)>0. 
因此 由 式 (4. 15) 知 
@.(01) <0, QQ.(0,) < 0. 
把 Q(z,0) 在 zx 点 处 展开 并 利用 Q(O1) 二 0, 得 Q(z,0) 在 zx 
且 充 分 接近 z, 处 有 表达 式 
Q(z,0)= Q(z1,0) + QO (TC— zi) + 
= QO)(r— zr) + 0, 
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即 Q(x,0) 在 O, 附近 为 负 . 把 Q(zr,0) 在 zx: 点 展开 ,可 知 Q(Cr,0) 
在 O; 附近 为 正 . 故 必 有 TI<< 工 < Taz 使 Q(C,0)=0, 这 说 明 [zi ,2] 
中 有 奇 点 I( 工 ,0) ,这 与 假设 矛盾 . 因此 J 中 至 多 含有 一 个 奇 点 . 
由 此 得 出 ,使 人 <0 的 奇 点 即 焦点 至 多 有 /个 . 因此 由 式 (4. 21) 
知 ,焦点 的 个 数 少 于 m. 另 一 方面 ,定理 的 (1) 中 已 证 位 于 0; 中 结 
点 和 焦点 的 个 数 之 和 等 于 鞍点 的 个 数 m, 这 就 说 明 O, 之 中 至 少 有 
一 个 结 点 . 
第 二 步 , 考 虑 一 般 的 扰动 系统 
| ?十 plr,y) = P(r,y), 

y= Q(r,y) 十 g(z,y) = Q(r,y)， 
且 设 系统 (4. 22) 是 9- 接 近 于 系统 (1. 1 的 C?" 扰 动 系统 ,在 Us(O) 
中 恰 有 2m 个 结构 稳定 的 奇 点 . 作 变换 

Tx y+ pr) y. (4. 23) 

则 当 8 充分 小 ,O 点 的 邻 域 C 关于 y 是 凸 的 ( 即 若 平行 于 y 轴线 
段 的 端点 在 G 中 , 则 此 线段 就 完全 位 于 G 中 ) 时 ,变换 (4. 23) 就 是 
G 上 的 一 对 一 的 并 为 正则 的 变换 (请 读者 自 证 ). 此 变换 把 系统 
(4. 22) 变 为 形 同 系统 (4.14) 的 形式 


z= y, 


(4. 22) 


大 (4. 24) 
3 一 QGz,y). 


变换 (4. 23) 按 C” 模 是 9- 接 近 恒 同 映射 的 . 设 C, 使 CO)C Ci 
CG, 则 当 8 充分 小 时 ,系统 (4. 24) 就 在 G, 上 有 定义 且 可 任意 接 
近 系 统 (4. 22). 从 而 按 C”-!' 模 可 任意 接近 系统 (1.1), 且 对 系统 
(4. 22) 的 每 一 个 奇 点 0;, 系统 (4. 24) 必 有 一 个 奇 点 O; 与 之 对 应 . 
由 于 变换 (4. 23) 是 正则 的 , 故 该 变换 不 改变 奇 点 的 结构 稳定 性 , 因 
此 系统 (4. 24) 中 的 2m 个 奇 点 都 是 结构 稳定 的 . 因而 若 0; 是 焦点 
或 结 点 , 则 O, 也 必 是 焦点 或 结 点 . 对 充分 小 的 8, 系 统 (4. 24) 的 所 
有 奇 点 都 位 于 U(O) 中 . 因此 系统 (4. 24) 具 有 系统 (4. 14) 的 形式 
且 满 足 系统 (4. 14) 的 所 有 条 件 ,现在 应 用 第 一 步 中 已 证 的 结论 即 
证 明了 定理 中 的 (3). 
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完全 与 偶数 重 奇 点 的 分 支 定理 相对 应 ,对 奇数 重 奇 点 的 分 支 ， 
我 们 有 

定理 4.4 设 在 系统 (1. 1) 中 秩 4 一 1,T 一 0, 奇 点 O 的 重 数 是 
奇数 ~ 一 2 十 1, 则 

(1) 若 O 在 一 个 充分 接近 系统 (1. 1) 的 C" 扰动 系统 (1. 2) 中 
分 支 为 个 奇 点 O.(i 二 1,2,…,k), 则 是 奇数 , 且 O; 中 结构 稳定 
的 鞍点 数 比 结构 稳定 的 结 点 和 焦点 的 个 数 之 和 少 1 个 ; 

(2) 若 O 是 一 个 结 点 或 一 个 有 椭圆 域 的 奇 点 , 且 ”一 mm， 

A,= 炙 十 4a-(m 十 1) 立 0， 

则 在 充分 接近 系统 (1. 1) 的 分 离 系统 中 ,O 所 分 支出 的 奇 点 之 中 至 
少 含有 一 个 结构 稳定 的 结 点 ; 

(3) 若 O 是 细 焦 点 或 中 心 , 则 存在 一 个 可 任意 接近 系统 (1. 1) 
的 分 离 系统 ,使 得 在 此 系统 中 ,O 只 分 支 为 结构 稳定 的 鞍点 和 焦 
点 . 

定理 4.4 的 证 明 思 路 与 定理 4. 3 的 证 明 完 全 类 似 . 然而 对 mm 
二 n 的 情况 ,其 证 明 更 加 复杂 , 故 省 略 . 
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第 八 章 ”Hopf 分 支 


很 多 物理 系统 的 方程 组 里 含有 一 些 参 数 . 现在 研究 含 参 数 的 
方程 组 ,为 简单 起 见 ,考虑 只 含 一 个 参数 4 的 二 维 方程 


d 
证 一 PCz,yyh)， 


四 (0. 1)， 


= Q(z,y,N), 


并 且 假 设 P,Q ee W,4€[h, 
A 
我 们 在 第 一 章 中 已 研究 过 这 类 方程 的 解 随 参数 4 的 变化 情 
况 , 但 当时 是 限制 时 间 在 一 个 有 限 的 区 间 内 . 至 于 整个 的 轨 线 当 
4 变化 时 如 何 变化 的 问题 , 则 要 另外 研究 . 
当 参 数值 有 很 大 的 改变 时 ,一 般 说 来 ,系统 的 运动 性 质 ,或 者 
说 相 图 的 基本 结构 将 相应 地 改变 . 现在 要 研究 的 是 参数 值 有 很 小 
的 改变 时 ,系统 相 图 的 基本 结构 会 不 会 改变 . 
当 参 数 从 参数 值 % 作 很 小 的 改变 时 ,如 果 相 图 没有 基本 结构 
的 变化 ,就 称 是 参数 4 的 普通 值 ,否则 称 x 是 参数 的 分 支 值 . 
例 某 线路 方程 为 
z= y— (zx: — Azr), 
| (0. 2), 
3 一 一 z， 
其 中 有 一 参数 
当 ,一 0 时 ,方程 成 为 
z= yO— z3， 
| (0. 2)。 
y= 一 工 . 
它 以 (0,0) 为 唯一 的 平衡 点 ,平衡 点 是 中 心 型 的 . 
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考虑 函数 V(r,y)==z 十 yy, 显然 有 V(0,0)==0;V (zx,y)0， 

当 (z,y) 关 (0,0). 并 是 

六 |oam = 27i+ 2y)=— 2x' < 0. 
最 后 的 不 等 式 中 等 于 0 成立 仅 当 z=0, 但 x+=0 不 是 方程 (0. 2)。 
的 轨 线 .根据 第 六 章 $ 4 的 定理 4. 2, 平 衡 点 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 . 
平面 上 一 切 轨 线 都 趋 于 (0,0). 

当 )>>0 时 ,方程 (0.2) 以 (0,0) 为 唯一 的 平衡 点 ,是 不 稳定 的 

焦点 . 此 时 方程 (0. 2), 的 等 价 方程 为 

等 十 (3z 一 人 ) 工 十 xz 一 0. 
它 是 Lienard 方程 当 f(z)=3z’ 一 4,g(x)=x 的 情况 .很 容易 检验 
它 满足 第 五 章 $ 1 中 定理 1. 1 的 一 切 条 件 , 所 以 它 有 唯一 稳定 的 
周期 解 . 于 是 方程 (0. 2) 有 唯一 稳定 的 极限 环 . 

总 之 ,系统 (0.2), 当 4=0 时 , 相 平面 上 一 切 轨 线 都 以 (0,0) 为 
唯一 的 ww 极限 点 ; 当 4 二 0 时 , 相 平 面 上 一 切 轨 线 以 极限 环 为 其 w 
极限 集 , 点 (0,0) 是 极限 环 内 一 切 轨 线 的 “极限 点 . 这 说 明 相 图 的 
基本 结构 有 变化 . 所 以 对 方程 (0. 2), 而 言 ,4=0 是 参数 的 分 支 值 . 

参数 的 分 支 值 所 对 应 的 系统 一 定 有 非 粗 的 奇 轨 线 ,例如 中 心 
型 的 平衡 点 ,指数 为 零 的 极限 环 等 . 这 是 因为 方程 (0. 1), 右 端 是 4 
的 解析 函数 . 

本 章 专 研究 从 中 心 型 平衡 点 产生 极限 环 的 问题 . 


§ 1 分 支 问题 的 Liapunov 第 二 方法 


定理 1.1 考虑 系统 
I P(r,y,N), 
y= Q(z,y,4), 
其 中 P 与 Q@ 是 (z,y,4) 的 解析 函数 . 设 参数 4=0 时 ,系统 (1. 1)。 
以 (0,0) 为 中 心 型 稳定 (不 稳定 ) 焦 点 ;参数 \>0 时 ,系统 (1.1), 以 
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(1.1). 


《0,0) 为 不 稳定 (稳定 ) 焦 点 . 则 对 充分 小 的 \>>0, 系 统 (1. 1)) 在 点 
(0,0) 附 近 至 少 有 一 个 稳定 (不 稳定 ) 的 极限 环 . 
证 明 因为 点 (0,0) 是 系统 (1.1), 的 中 心 型 平衡 点 ,所 以 存 
在 线性 变换 
| 一 Cu 十 好， 
?一 cz 十 dm 
将 系统 (1. 1)。 化 为 以 下 形式 


U=—v+U,(u,v) =U(u,v,0), } 
S (1.1)。 
v=u+ Vuv) Vu,v,0). 
经 过 同一 个 线性 变换 ,方程 (1. 1); 化 为 
&= U(u,v,4), 2 
(1.1), 
v= V(u,v,A). 


我 们 对 方程 (1. 1), 证 明定 理 的 结论 ,并 且 只 证 括号 外 面 的 结 
论 . 因为 (0,0) 是 系统 (1. 1)。 从 而 是 系统 (1. 1)。 的 中 心 型 稳定 焦 
点 ,根据 第 二 章 $ 3 所 介绍 的 判断 中 心 的 形式 级 数 法 ,一 定 存在 一 
个 函数 
下 (xyo) = wv 二 Flu,v) + + Fulu,v), 
使 得 沿 着 方程 (1. 1)。 的 轨 线 有 


蝇 | ,= 一 Cel 十 加 十 (uw 的 高 于 台 次 的 项 )， 
.Do 
其 中 常数 Co>0. 将 上 式 改写 为 
至 | ,=- Se 十 ww 六 十 十 加 一 的 


+o( VB 十 |]. 


显然 存在 ro>0, 使 得 当 ww 十 vrs 时 ,上 等 式 右 端 的 方 括号 为 负 . 
在 区 域 w: 十 vr; 内 , 取 区 域 9 如 下 : 
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有 0 一 | 


wt+v<ri, Flur) <F 


其 中 


m= ,min tw v)}. 


再 在 内 取 圆 ww 十 v==ri. 下 面 在 环形 区 域 iSw 二 vrs 内 估计 
dF 


dt a 因为 
dF dF ( 坚 dF 
dt | av di lav, dt la.w di lawl’ 


根据 前 面 得 到 的 等 式 ,再 注意 现在 又 限制 在 环形 区 域 r+? 十 v? 
rs 内 ,所 以 上 式 右 端的 第 一 项 满足 不 等 式 


dF 一 Cox 
到 | 2 
而 右 端 第 二 项 
dF dF _BF 攻 
de GD d dD =B[V (0, Ulu,v,0)] 


+ EV 0) — Vu,v,0)], 


由 于 EE E52 区 FE 在 此 环形 区 域 上 有 界 , 又 U,V 对 4 连续 , 且 关于 


uwwv 在 此 环形 区 域 上 一 致 ,所 以 存在 充分 小 的 二 0, 使 得 当 0 4 
<%h ea 


dp]  - Ga 
| dt GD a. 车。 < 2"! 
总 之 , 当 0<A<%h es ri<w? 十 vr 内 
dF 
Ea aD 0 


因此 当 参 数 4 满 足 0<X<< 时 ,系统 (1.1); 的 轨 线 经 过 曲线 
(uv) 一 办 时 由 外 向 内 . 而 4>0 时 ,曲线 下 (u,v) 二 号 所 图 成 的 
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区 域 9 内 只 有 不 稳定 的 焦点 ,根据 第 四 章 $ 7 的 定理 ,区 域 2 内 
至 少 有 一 个 稳定 的 极限 环 . 注意 0 的 边界 (u,v) 二 全 收缩 到 原 
点 时 ,mi 一 0,% 一 0. 所 以 对 充分 小 的 ,方程 (1. 1), 在 原点 附近 有 
稳定 的 极限 环 . 定理 证 完 . 

从 定理 1. 1 的 证 明 可 看 出 这 些 极限 环 是 这 样 产生 的 ,既然 向 
量 场 (P.Q) 关 于 (zx,y,) 有 解析 性 ,那么 它 在 某 曲 线 RCz,y) 一 m 
上 由 外 向 内 的 性 质 就 不 能 因为 \ 从 零 变 为 非 零 而 突然 改变 . 但 是 
2 从 零 变 为 非 零 时 ,平衡 点 (0,0) 却 突然 由 汇 变 成 了 源 ,这 样 就 在 
曲线 (x,y)==as 所 围 的 区 域内 产生 了 从 平衡 点 (0,0)“ 冒 出 ”的 
极限 环 . 

平衡 点 从 稳定 改变 为 不 稳定 的 现象 在 物理 上 称 为 失 稳 . 

例 系统 

b= 2y， 

3 一 一 工 十 0 一 Ty, 
对 一 切 参 数 2 以 (0,0) 为 平衡 点 .方程 右 端 函 数 在 (0,0) 处 的 导 算 
子 为 


其 特征 值 为 
将 VE 一 4) 人 二 1 
当 )>>0 时 ,(0,0) 是 不 稳定 焦点 . 


当 4=0 时 ,考虑 Liapunov 函数 (rz,y) 二 7z? 十 y?. 显然 有 


笃 = 2zz 十 2yy= 2zy 十 2y( 一 工 一 y) =— 27’y: < 0, 


而 z=0 或 y=0 都 不 是 整 轨 线 , 所 以 (0,0) 是 稳定 焦点 . 
由 定理 1. 1 可 知 ,对 充分 小 的 >0, 系 统 在 (0,0) 附 近 至 少 有 
一 个 稳定 的 极限 环 . 
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x 
4 


( 当 |4|<2). 


§ 2 ”分支 问题 的 Friedrich 方法 
定理 2.1 设 WCR,W 是 开 集 ,f : WX( 一 ,NR’,f 
(z,) 是 xEW,4E (一 ,h) 上 的 解析 函数 .方程 
z= f(x,N) (2.1)， 
有 平衡 点 (4),f(z,4) 在 (4%) 处 对 x 的 导 算 子 记 作 4(). 若 
4(0) 的 特征 值 是 纯 虚 数 土 w(w 二 0), 即 


Tr4(0) =0, det4(0) > 0. (2.2) 
又 矩阵 B(A) 定 义 如 下 : 
4() = 4(0) + 4BON). (2. 3) 
若 
TrB(0) *0, (2.4) 


则 或 方程 (2. 1)。 在 去 (0) 附 近 全 是 闭 轨 ,或 方程 (2. 1) 对 充分 小 的 
4>0 或 4<0 在 z(X) 附 近 有 了 唯一 的 极限 环 , 当 >0 时 极限 环 趋 于 
元 (0), 周 期 趋 于 2x/w. 
证 明 无 妨 认为 (4) = 一 0, 因 为 否则 作 变 换 X=z 一 (4) 即 
可 . 下面 先进 行 分 析 . 
任 取 一 向 量 0,b 闪 0. 对 于 方程 (2. 1), 在 原点 O 附近 的 周期 解 
必 有 实数 w 使 周期 解 过 他 (图 5 
8.1). 取 /ww 为 初 值 , 即 周期 解 z(z， 
4,p) 满 足 条 件 z(0,4, py) = pwb. 按 多 
连续 性 要 求 ,平衡 点 O 应 该 是 方程 /| 
(2. 1)。 的 周期 解 (显然 周期 解 ), 即 1 
令 y=0 对 应 4=0, 所 以 我 们 记 | 
A= pd(p). 
又 设 方程 (2. 1)iwaw 过 6 之 图 8.1 
周期 解 的 周期 为 7,. 由 于 T, 应 连 
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续 依赖 于 4, 又 py 一 0 时 T 一 To, 所 以 T,=To(1 十 Kc(p)). 通 过 作 
变换 
To E 
s= Tt = TF 
可 使 对 变量 : 的 周期 为 Tv 的 解 变 为 对 变量 * 的 周期 是 T。 的 解 ， 
而 T, 与 4 无 关 . 为 了 初 值 不 改变 ,再 令 z 王 Apy. 经 过 以 上 几 个 变换 
就 有 关系 式 


(2.5) 


1 


hn 
Ee Td(p) | = py(s, 4), (2.6) 
0 


于 是 当 s=0 时 ,对 一 切 kx 有 ys,p) 的 初 值 y(0,p)=b. 
经 过 以 上 的 变换 ,方程 (2. 1) 化 为 
“ 伴 = 全 一 至 于 一 Ff (py pdp)) 
= (+ pec) LA py 十 AQCy AD)]， 
其 中 Qly,4,p) 关 于 yy 最低 是 二 次 短 . 再 根据 定理 的 条 件 式 (2. 3)， 
方程 化 为 


于 = 4(0y + puGCysp), (2.7), 


其 中 
Glywu) =d(WB(pd(p))y + eACpadp))y 
+ (1 + pc(p)Qy, pd(p) AD. (2. 8) 

下 面 证 明 : 对 充分 小 的 xE [0,m], 存 在 唯一 的 一 组 连续 可 微 
函数 d(p) 与 c(p) ,使 当 4=jpad(1),T,=Tol1 十 pcbpy)) 时 , 且 ;s 与 
y 如 式 (2. 5) 与 (2. 6) 所 定义 , 则 方程 (2. 7), 的 初 值 为 6 的 解 y(s， 
AD 以 T。 为 周期 ,To=2x/w. 也 就 是 ,方程 (2. 1);-wacw 的 初 值 为 6 
的 解 z(t,2) 是 以 T, 为 周期 的 . 

首先 方程 (2. 7)。 是 齐 次 线性 方程 


dy 
= 4)y. 


它 以 6 为 初 值 的 解 是 
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y(5.0)= ep 一 2 oes b 
5 
= Pe(- o):p-ip 
[eosesr F DsinwsACO) ]6. (2.9) 
这 个 周期 解 的 周期 是 2r/ow, 所 以 T=2r/w. 
然后 ,方程 (2.7), 以 2 为 初 值 的 解 是 
yp e096 十 Rt 
此 解 以 To。==2x/w 为 周期 的 充 要 条 件 是 
To (0)r 
| eGy(r,p) ,dr = 0. 
0 
将 式 (2. 8) 代 入 ,得 到 充 要 条 件 
2 
人 ageayGrm 十 ch(ud)y(ryp) 
0 
十 (1 十 pc)QCy(CryA) ,pd,p) Jdr = 0. (2.10) 


这 是 向 量 方程 式 ,是 两 个 方程 ,其 中 有 三 个 变量 ysc 与 4. 现在 我 
们 证 明 ,可 以 从 这 个 方程 组 中 确定 函数 d(w) 与 c(/). 从 而 完成 上 
面 所 要 证 明 的 结果 . 为 此 应 用 隐 函 数 存在 定理 . 

先 证 明 j=0 时 ,从 方程 组 (2. 10) 得 到 唯一 的 一 组 解 c= 二 4= 
0. 因为 y==0 时 方程 组 (2. 10) 成 为 


人 taadoycr0) 十 ch(0)y(r,0) 

+ Q(y(r,0),0,0)]Jdr = 0,， (2.11) 
其 中 y(r,0) 如 式 (2.9) 所 表示 . 注意 ,此 方程 左 端 积分 号 下 的 第 三 
项 积分 为 零 ,这 是 因为 QC(y(r,0),0,0) 只 包含 y(r,0) 的 二 次 项 ， 
所 以 被 积 函 数 e““'Q(y(r,0),0,0) 是 coswr 与 sinwr 的 三 次 齐 次 
式 . 又 注意 矩阵 4(0) 与 e。“ 可 交换 ,所 以 

| “eA A (0)er gr = AACO). 
和 w 
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再 定义 矩阵 
B= [eB de, 
方程 组 (2. 11) 就 成 为 线性 齐 次 的 代数 方程 组 
dBb + cA(0)b = 0. (2.12) 
因为 有 下 面 的 引 理 ,所 以 这 方程 组 只 有 零 解 c= 二 d= 二 0. 
引 理 2.1 对 一 切 向 量 50, 以 列 向 量 B 与 4(0)6b 所 组 成 的 
矩阵 (B6,A(0)6) 的 行列 式 不 为 零 , 即 
det (Bb, A(0)b) 闪 0. (2.13) 
引 理 2. 1 留待 本 节 最 后 再 证 明 . 
下 面 证 明 在 kw=c=d=0 处 ,方程 组 (2. 10) 左 端的 函数 对 d 
与 c 的 Jacobian 行列 式 非 零 . 式 (2.10) 左 端 在 y=c=4d=0 处 对 4d 
的 偏 微 商 是 


2 
全 "BoyGro)dr = 2 6, 
， w 
对 c 的 偏 微 商 是 
s zr 
| er4or4(0)y(r,0)dr = 记 4C0)0， 


根据 引 理 2. 1, 所 求 的 Jacobian 行列 式 
det| 至 到 ,经 4(0)6] 0， 


对 一 切 向 量 5 六 0. 应 用 隐 函 数 存在 定理 ,存在 mm 之 0, 使 在 区 间 
[o,m] 上 存在 唯一 的 一 组 函数 d(p) 与 c(p) 满 足 
d(0)=c(0)=0, 
并 满足 方程 组 (2. 10). 这 就 得 到 了 上 面 所 要 证 明 的 结果 . 事实 上 ， 
由 于 方程 (2. 10) 左 端 函数 的 解析 性 ,得 到 的 d(p) 与 ce(y) 也 是 解 
析 的 . 
如 果 在 [0,m] 上 d(p) 志 0, 那 么 当 pyE[0,p] 时 4=pd(p) 二 
0, 从 而 方程 (2. 1) 就 与 方程 (2. 1)。 为 同一 方程 . 对 这 个 方程 , 当 
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ApE [0,po] 时 ,以 mb 为 初 值 的 解 都 是 周期 解 ,所 以 在 平衡 点 (0,0) 
附近 全 是 闭 轨 . 

如 果 在 [0,m] 上 dz(m) 不 恒 为 零 , 那 么 有 m<<m 使 当 AE 
[0,4j] 时 ,4==jpa(p) 随 py 单调 地 变化 (2 二 0 或 4<0). 于 是 方程 
(2.1); 的 以 mb 为 初 值 的 解 是 它 的 唯一 的 周期 解 ,周期 为 了 当 
wp-0 时 , 即 ~0 时 ,由 解 对 参数 与 初 值 的 连续 依赖 性 ,这 族 周 期 
解 趋 于 平衡 点 (0,0) ,周期 趋 于 To 一 2x/w- 

定理 证 完 . 

例 1 方程 


忆 =— zi 二 A; 
对 一 切 参数 4,(0,0) 是 平衡 点 . 在 (0,0) 处 右 端 函 数 的 导 算 子 为 
0 1 
4 一 EE 1 让 
显然 4(0) 以 土 i 为 特征 值 . 又 因为 


0 0 
A(X) = 4(0) 十 | 中 ， 
所 以 
0 0 
B() = Le 站 
显然 BC) 满足 条 件 TrB(0) 闪 0. 总 之 ,此 方程 满足 定理 2. 1 的 一 
切 条 件 , 下 面 来 确定 此 方程 组 是 定理 结论 中 的 哪 一 种 情况 . 
这 方程 组 可 以 求解 . 因为 它 的 等 价 方程 是 
品 一 人 十 zi 一 0. 


当 |4|<=2 时 , 它 的 解 是 


名 入 : ba 
Zi 一 ee |Cicos 1 一 Ft+ Cssin Dt ， 


Zaz 一 Il. 
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显然 , 当 一 2 二 4<0 时 ,系统 以 (0,0) 为 稳定 焦点 ; 当 0< < 2 时 ， 
(0,0) 为 不 稳定 焦点 ; 当 4= 0 时 , (0,0) 为 中 心 .4=0 是 系统 的 分 
支点 .例子 是 定理 2. 1 中 ad(y0) 二 0 的 情况 . 

例 2 系统 


s_ di 72 限 x 
2 = 一 zi 十 Mr: 一 四 = f(z 
对 任意 参数 ,平衡 点 为 (0,0). (0,0) 处 f(z,A) 对 工 的 导 算 子 为 
A(ND) = | > 外 
显然 4(0) 以 土 i 为 特征 值 .又 有 
BO) = |。 站 
0 1 
显然 TrB(0) 闪 0. 总 之 ,此 系统 满足 定理 2. 1 的 一 切 条 件 . 
令 


A= yd(p), T,= 2x(l+ pc(p)), 


5 一 oa， zl 蕉 sxado = py(sy AD). 


2r 
系统 化 为 
了 
x 里 = fy dD), 
即 
di yz 
pe = (1 二 + pc(p)) 
ds 中 A 本 N+ pd(lp)ys 一 eyiys 
-| ?了 Po a) 
-|_， eal sd EE pS eh 
0 0 
+ a ] 二 (1 十 pc(p)) | 
0 1/ ly 一 pyz 
(2.14) 
下 面 根据 周期 解 的 充 要 条 件 
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J 


所 | | 0 1 
e (2) 
| ple 1 pa 


站 起 
+ a | 
0 1/ 


yz2 


十 (1 十 pc(Cp)) 


刚 k= 0 
ye 一 Jyiy 
确定 c(p) 与 d(p). 
由 定理 2.1 已 知 c(0)=d(0)==0, 所 以 c(j) 与 d(y) 可 表 为 
cp) = pc (0) + olp), dl(p) = pad’' (0) + ol(p). 
为 确定 c (0) 与 4(0), 把 上 两 式 代 入 充 要 条 件 ,用 y 除 之 ,再 令 
A 阅 0. 注意, 由 


ho 一 人 一 sins 


sins Coss 


y(510) = ep = | coss sins 
,0) = = 


— sins coss 
得 到 c (0) 与 d'(0) 应 满足 方程 
c' (0)2Hp4(0)8 + ad'(0)2uBb 


十 六 0 
@ 


一 Jaj oo 


其 中 


B= “eo jar= 3[, NE 
2rxJ。 0 1 2\0 1 


又 可 以 直接 计算 出 上 述 方程 左 端 第 三 项 
| 
8 oe yy (5,0) 
所 以 c' (0) 与 d'(0) 满 足 方程 
“| | 十 J oo | 二 言 (十 的 D6 


1 
0 
由 此 得 到 


27 6 
ds = 一 定 ( 扩 十 的 ) 隔 
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CO0) = 0，d(0) = 二 (B+ 的 ). 
于 是 对 小 的 x, 有 
4= pd Wd) = G+ A>0), 
从 而 
2 和 
V+ 可 
又 T= 二 2x(1 十 oCy6)) ,st, 所 以 对 充分 小 的 参数 4 二 0, 系统 有 周 
期 解 


PA 


Z(tyh) 一 pyls,p) = pes + ol(p)] 


a VA es‘ 4+ oA), 
V 从 十 名 
即 
EE =2 VX | +00%), 
Zs sin(t 一 a) 


其 中 a=arctan 和 ,周期 <2r 
一 0 是 分 支点 . 当 0 充分 小 时 系统 有 唯一 的 极限 环 ; 当 
4>0 时 ,极限 环 趋 于 平衡 点 (0,0) ,周期 趋 于 2x. 
其 实 可 以 用 比较 系数 的 方法 求 得 函数 c(p) ,a(p) 与 解 y(s,p) 
的 任意 高 阶 的 近似 . 下 面 仍 用 上 面 例 子 中 的 方程 为 例 来 介绍 这 个 
方法 . 
设 
dp = do + dip + dope + 
Cp) 一 co 十 cp 十 cz 十 …， 
?GyA) = yols) + yp yl) pe c+. 
把 它们 代入 例 2 中 的 式 (2. 14) ,然后 比较 p 的 各 次 短 的 系数 . 
比较 x 的 系数 ,得 方程 
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d 


| 国 
-Me | yo 
由 于 对 一 切 叉 有 ?(0,A) 一 和 所 以 m(0) 一 05y(C0) 一 0G 一 1,2， 
…). 求 得 上 方程 的 解 
coss sins) (6, 
Er | 一 sins | 的 S 


Jo 


Yo 


Yoz 


周期 是 2x. 
比较 px 的 系数 ,得 非 齐 次 线性 方程 
dyn| 0 1 0 1) [yn 
站 -人 ya tal_ 1 | oo 
+d。 | 站 (2.15) 
0 1/\yo 


因为 所 求解 需要 以 2x 为 周期 的 ,所 以 确定 co,do 使 非 齐 次 项 


| coyoz | 
一 coyo 十 doyos 
满足 正 交 条 件 ( 第 二 章 § 3 中 引 理 3. 3) 
人 [eaueoss 一 (一 coyo 十 doyoz)sins]ds = 0， 


2x 
| [coyozsins + (— coyo 十 doyos)coss]ds = 0， 
o 


即 

2nbzco + shido = 0， 
|- 2nbico 十 rbzdu = 0. 
由 于 系数 行列 式 = 2 (如 十 如 ) 闪 0, 所 以 得 d。==co 二 0( 根 据 定理 当 
然 应 该 有 此 结果 !). 这 样 一 来 ,y,(s) 所 满足 的 微分 方程 (2. 15) 事 

实 上 是 齐 次 线性 方程 . 又 因为 初 条 件 y1(0) 二 0, 所 以 y,(s) 志 0. 

比较 je 的 系数 ,得 非 齐 次 线性 方程 

d | -| 0 | 网 本 0 | 民 
一 1 0) ly 一 1 Ol Lo 


ds 
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0 


10 0 如] 
(2.16) 


十 中 | 
Wo 1/ oj 
为 求 周期 解 ,确定 c,d ,使 非 齐 次 项 
| Clyoz 
一 co + dyos 一 yoyoz 


Voiyo 


满足 正 交 条 件 


an 
1 [ciyozcoss 一 〈 一 clyo 十 diyoz 一 yolyoz)sins Jds 一 0， 


[ayosins 十 (一 ciyo 十 doyos 一 办 yoz)coss]ds = 0， 
即 
2nbzc! + bidi = Tb (6? + 52), 
— 2nbic + nbsdi = Dba(6 + 62). 
由 此 定 出 
6 =0， 一 士 (8 十 榴 ). 


把 确定 出 的 与 由 代 回 方程 (2. 16), 得 到 y,(s) 应 满足 的 微分 方 
程 


d 

站 二 yzz， 

和 =- 一 和 二 二 十 的 yo 一 时 

ds 二 一 ya Pf 2)Y02 一 Yo Yo2. 


这 个 非 齐 次 线性 方程 的 解 以 2x 为 周期 . 求 出 它 的 满足 初 条 件 
yz(0)==0 的 解 , 记 作 7y,《s). 于 是 得 到 解 y(s,p) 的 二 阶 近 似 式 
ys p) = ee Tals) pe + olpe). 
继续 用 这 个 方法 可 以 得 到 任意 高 阶 的 近似 . 方法 就 介绍 到 这 里 . 
下 面 证 明定 理 2. 1 中 用 过 的 引 理 2. 1. 
引 理 2. 1 的 证 明 ”因为 矩阵 4(0) 以 士 iw 为 特征 值 , 所 以 存在 
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矩阵 了 ,使 
PA(O)P-! = je | 
因为 P 有 逆 , 所 以 为 证 明 引 理 2. 1 只 需 证 明 
detP(B b,A(0)b) X00. 
令 向 量 k=P6b, 即 56=P-'k. 于 是 上 面 矩 阵 中 的 第 二 列 向 量 可 
化 为 如 下 形式 ， 


w) {ki 一 wk, 
P4(0)5 = PA(O)P-'k = |。 | = 
k, wh 


(2.17) 
由 矩阵 的 定义 : 


B= 关 waoeeodr 
上 面 矩 阵 中 的 第 一 列 向 量化 为 


PBb= PBP-'k = 二 f PeoBer pdrk 
。 


各 —" 一 
-ge 人 PaoP-el: 人 am 
9 


令 
本 A 
PB(0)P Bs 小 
又 
(A [ 一 sinwr 
el» of 一 | . 9 
SinwT Coswr 
得 
| eh 外 | 
- | —B atdllt) 2 0— Ph + (tok) 
于 是 
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detP(Bb, A(0)b) = $a 十 OD) (Ck? 十 有 2) 一 FTrB(O) IL. 


由 定理 2.1 设 w>>0,TrB(0) 夺 0; 又 引 理 设 5 革 0, 从 而 0. 所 以 
detP (Bb, A(0)b) X 0. 
引 理 得 证 . 
本 节 与 上 节 各 介绍 了 一 个 分 支 定理 ,下 节 中 我 们 还 要 介绍 另 
一 个 分 支 定理 . 现在 将 这 几 个 分 支 定理 进行 比较 . 
下 节 中 分 支 定理 条 件 是 : 设 4() 的 特征 值 是 a() 土 :8(4)， 


其 中 (0)=0,BCD>0; 又 蚂 叱 | ， 0. 这 个 定理 的 条 件 事实 上 


与 本 节 定 理 2. 1 的 条 件 等 价 .因为 4(0) 的 特征 值 是 纯 虚 数 ,等 价 于 
a(0) = 0, BbB(0)> 0; 


又 因为 有 
TrB(0)= Tr limB(A) = Tr lim 
0 0 


A(W 一 4(00) 
A 


_ lim 140 一 Tr4(0) 
和 -0 从 
a(2) — a(0) da(C) 
2 


2 lim a 


40 


a=0 


所 以 TrB(0)>0( 或 <0) 等 价 于 ca 他 ,>0( 或 <0). 


很 容易 看 出 ,由 本 节 或 下 节 定 理 的 条 件 可 得 : 系统 (2. 1) 的 
平衡 点 (0,0), 当 4=0 时 是 中 心 型 的 ;而 4 夺 0 时 是 粗 焦点 . 若 为 确 


定 起 见 , 设 TrB(0) 之 0, 或 设 上 过 ，,>>0, 就 还 可 以 知道 AM< 0 时 


是 稳定 的 粗 焦点 ;之 0 时 是 不 稳定 的 粗 焦点 .至 于 系统 (2. 1)。 的 

平衡 点 (0,0) 是 中 心 型 的 , 则 (0,0) 有 三 种 可 能 ,或 是 真 中 心 ;或 是 

稳定 细 焦 点 ;或 是 不 稳定 细 焦 点 . 现在 应 用 § 1 的 定理 1. 1, 立 刻 得 

到 结论 : 系统 (2. 1)。 的 平衡 点 (0,0) 是 稳定 细 焦 点 时 (从 4=0 到 

4>>0 失 稳 ) ,对 充分 小 的 ,4 过 0, 系统 (2. 1) 在 (0,0) 附 近 存 在 稳 

定 的 极限 环 ; 系统 (2. 1)。 的 平衡 点 (0,0) 是 不 稳定 的 细 焦 点 时 ,对 
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充分 小 的 4,4<0, 系统 (2. 1); 在 (0,0) 附 近 有 不 稳定 的 极限 环 . 也 
就 是 说 , 当 只 讨论 分 支出 的 极限 环 的 存在 性 时 ,由 定理 1. 1 立刻 得 
到 定理 2. 1 与 定理 3. 1. 
定理 2. 1 与 定理 3. 1 的 条 件 的 确 要求 较 多 . 例如 ,系统 
z=—y— 3z++ (1— Vry+y, 
国 z| 二 地 3 < ay] 
在 平衡 点 (0,0) 处 ,有 
40) = Df(0,N) = 村 
虽然 满足 条 件 <(0)==0 与 8(0) 二 0, 但 是 B(4) 夺 0, 从 而 TrB(0) 
一 0. 总 之 ,不 满足 定理 2. 1 的 条 件 , 不 能 应 用 . 而 经 过 对 中 心 型 平 
衡 点 (0,0) 的 判断 ( 见 参 考 文献 [4]) 可 知 ,4=0 时 (0,0) 是 二 阶 稳 
定 细 焦 点 ;之 0,》 很 小 时 ,(0,0) 是 一 阶 不 稳定 细 焦 点 . 于 是 应 用 
定理 1. 1 立刻 知道 ,以 上 系统 当 2 二 0,4 很 小 时 ,在 (0,0) 附 近 存在 
稳定 的 极限 环 . 
又 如 ,以 下 系统 
z=~y 十 Ar(z: 十 y) 一 工人 十 六 )2， 
| 工 十 My(zz + y) — yz’ + y)’, 
即 
?= Mr3 一 六 
| i 
它 也 是 说 明 上 述 结论 的 一 个 例子 . 


§ 3 分 支 问题 的 后 继 函 数 法 


定理 3. 1( 二 维 的 Hopf 分 支 定 理 ) 设 WCR,W 是 开 集 ， 
f: WX( 一 ,4)>R'， f(z,) 是 rEW,XE (一 ,及 ) 上 的 解析 
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函数 ;方程 

z= xz) (3.1)， 
对 任意 4 有 平衡 点 0(0,0),F(z,h) 在 z=0 处 对 的 导 算 子 
Do,) 记 作 4A(4) ,4() 的 特征 值 是 共 印 复数 a(2) 土 8(4) (BC2) 
之 0). 又 
da(2) 

dA |iw-o 

则 对 充分 小 的 zx! 存在 唯一 的 解析 函数 ,二 1(zi), 有 AM(C0) 一 0, 使 方 
程 (3.1)x 的 经 过 点 (x1,0) 的 轨道 是 闭 轨 ,此 闭 轨 周期 为 


a(0) = 0， 


nT 
Ta pe 
并 有 
(1) A(z1) 三 0 < 一 方程 (3. 1)。 以 (0,0) 为 中 心 . 
(2) 4(z1) 之 0 < 一 方程 (3. 1)。 以 (0,0) 为 稳定 焦点 . 此 时 对 充 
分 小 的 4,4 宇 0 存在 函数 z= 二 x1(4), 有 zx1(0) 二 0, 使 方程 (3. 1) 经 
过 点 (zx1(4) ,0) 的 轨 线 是 渐 近 稳定 的 闭 轨 , 且 


lim 二 上 0 (mm 是 某 正 整数 ). 


(3) AMCzD) 和 0 < 一 > 方程 (3. 1)。 以 (0,0) 为 不 稳定 焦点 . 此 时 对 
充分 小 的 41,A 和 0 存在 函数 z= 二 x1(4), 有 zx1(0)==0, 使 方程 (3. 1) 
经 过 点 (zi(A),0) 的 轨 线 是 不 稳定 的 闭 轨 , 且 


lim 二 -= 一 和 A 关 0 (mm 是 某 正 整数 ). 


证 明 分 以 下 共 分 四 步 进行 . 
第 一 步 . 我 们 证 明 : 存在 坐标 变换 ,使 方程 (3. 1), 经 变换 后 
右 端 仍 为 解析 函数 , 且 在 平衡 点 (0,0) 处 的 导 算 子 有 以 下 形式 
二 2 
BO) a(2) 
因为 4A(N) 是 实 的 矩阵 ,所 以 相应 于 共 轿 复 特 征 值 a(X) 土 
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(3.2) 


i8(4) 有 共 轿 的 复 特征 向 量 w() 土 iv(2), 且 向 量 u() 与 v(4) 线 性 
无 关 . 因为 有 

A uN + iv (NW) = (a(W) +i) uN + iv(N)), 
所 以 有 


i 
Au =— po 十 au. 


即 
Al(v w=(v 四 本 
(《v zx) 表 示 列 向 量 " 与 “组 成 的 矩阵 ). 


取 坐 标 变换 如 下 : 
Vi(CA) | 加 


国 ”lu wjile 
经 此 变换 后 方程 (3. 1), 化 为 方程 
€= F(é,N). (3.3)， 

显然 它 仍 以 原点 O 为 平衡 点 , 且 右 端 在 $=0 处 的 导 算 子 有 如 
(3. 2) 的 形式 . 

下 面 取 一 组 适当 的 x(A) 与 v(A) ,检查 它们 对 4 有 解析 性 ,从 
而 完成 所 要 的 证 明 . 因为 复 特征 向 量 的 复 倍数 仍 是 特征 向 量 ,我 们 
取 复 数 如 十 ig 使 特征 向 量 


e+aa[ 人 + 


人 人 
0 可 
这 是 可 以 实现 的 ,因为 这 只 是 要 求 p 与 9 满足 以 下 方程 组 


BE 


有 如 下 形式 
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而 向 量 | ”| 与 [| 人 无 闫 ,所 以 上 面 的 方 和 组 有 名 


这 样 一 来 ,只 要 检查 与 5 对 A 有 解析 性 就 可 以 了 . 因为 向 


量 
1 十 iz(C)] 
| i D(A) | 
是 特征 向 量 , 所 以 有 向 量 的 等 式 
es 0 Cat 1 +iv A) 
1 TN) i TA) 


取 两 端的 第 一 个 分 量 , 得 到 等 式 

an WU +ID) + a Viv, = (a(d) +iBNW) +iD), 
其 中 aCW) 是 矩 阵 A(X) 的 i 行 j 列 元 素 . 比较 以 上 等 式 两 端的 实 
部 与 虚 部 ,就 求 得 


i 2 二 an 
本 = a, 


与 


_ 一 (un 一 a 本 aa 
二 

(计算 最 后 一 等 式 时 可 以 应 用 关系 式 2c 一 al 十 azzyau 一 x 一 a 一 
az 与 吧 十 B 一 aitazz 一 alzaza). 因为 f(z,4) 解 析 , 所 以 


BCzzayA) 


Or; 《zlvzz) 一 (0,0) 


ai(A) = 


是 4 的 解析 函数 . 而 
a 一 六 Gan 十 az)， 


B= 证 MV4(anas 一 aaaa) 一 (an + am)’. 


又 定理 假设 了 根 号 内 的 函数 当 ME (一 ,加 ) 时 恒 正 , 所 以 圳 与 
在 (一 xj) 内 解析 . 第 一 步 证 完 . 
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为 方便 起 见 , 将 变换 后 的 方程 仍 记 为 


f= zh). (3.1)， 
它 在 平衡 点 O 处 的 导 算 子 为 
aG) — BO) 
Df(0,2) = 4(G) = > 
GO) (Ch) BO | 


第 二 步 . 采用 极 坐 标 系 ,求解 并 构造 后 继 函 数 . 
将 方程 (3. 1), 表示 为 


i = aVr 一 BGAD)zs Xx, xs,N), 
〈3. 4) 
,= PO)z + a Wz t+ Yri,T2 ,A), 
其 中 X,Y 中 的 zi 与 x; 至 少 是 二 次 项 . 
采用 极 坐 标 : xz 二 rcos60,z,==rsin9. 方程 (3. 4); 化 为 
j= 二 (zi 冯 十 痉 志 ) 
= wa(A)r 十 cosg X(rcosg,rsing,A) 
十 sing Y(rcosbg,rsing,h) ， (3.5), 
6= 吉 (z Zs — x Z1) 
= pA)+ 工 ecosb Y(rcosb,rsing,h) 
一 Tsing XCreosb,rsing, A). (3.6)， 


因为 8(A) 之 0, 所 以 式 (3. 6) 的 右 端 对 充分 小 的 ~ 为 正 . 把 (3. 5)， 
与 (3. 6), 两 式 相 除 得 右 端 解析 的 微分 方程 


和 [5 和 十 Ri(g,ADr 十 Ra(g,h)r2 十 “|]. (3.7) 


因为 对 任意 ME (一 z,%) ,方程 (3. 7), 满足 初 条 件 0=0 时 r= 二 0 的 
解 是 r(9) 三 0, 它 在 整个 数 轴 ( 一 oo, 十 吕 ) 上 有 定义 . 所 以 根据 解 
对 初 值 与 参数 的 连续 依赖 性 ,对 充分 小 的 4 与 zi, 方程 (3.7), 满 
足 初 条 件 6=0 时 r= 的 解 +=r(0,z1,4) 至 少 在 区 间 [0,2x] 上 
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有 定义 . 解 r=r(0,z1,4) 是 zx 与 4 的 解析 函数 ,有 性 质 


r(0,0,4) = 0. 
所 以 将 ~(9,ri,A) 对 初 值 x 展开 得 到 
r(g,rivh) = ri(0,Vz 十 ra(g Nr? + ee (3. 8) 


因为 ~(0,zivh) 王 zi 所 以 上 式 中 的 一 (9,A)G 一 1,2,…) 满 足 初 条 
件 
ri(0) 二 1， 六 (0 一 0 (= 2,3,.). (3.9) 
将 解 (3. 8) 代 入 方程 (3.7) 后 比较 zx 的 各 次 短 的 系数 ,得 到 7; 
(90,2) (i 二 1,2,…) 的 微分 方程 
对 a(2) 


BV™ 
& 三 Sr + RC0,X), 
4 n+? + 2rnraRi(OA) + riR,C0,N), 


二 人 杨 条 件 (s 9)， 可 以 逐个 定 出 ri(9,), 其 中 
mg = ei 
于 是 得 到 方程 (3.7), 当 6=0 时 r=zx 的 解 
r(0,z154) = eBidtz, 十 mg, 了 十 


定义 后 继 函 数 (zi,) 如 下 : 
V(r,N)=r(2n, 7 ,NM) — r(0,71,4) 


一 r(2r,ziyh) — 


= (e 跨 = 一 1)z 十 普 (2rz: 十 
这 个 量 表示 方程 (3. 7); 即 方程 (3. 1) 从 zi 轴 上 点 (zi,0) 出 发 的 
解 ,以 道 时 针 方向 旋转 一 周 后 再 与 z; 轴 相 交 时 的 z 坐标 和 原来 
的 zi 坐标 之 差 . 
第 三 步 . 证 明 周 期 解 的 存在 性 与 唯一 性 . 
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根据 后 继 函 数 (zk,‰) 的 定义 ,方程 (3. 1) 的 从 点 (ri,0) 出 
发 的 轨 线 是 闭 轨 的 充 要 条 件 是 : z 与 4 满足 方程 V(xi,4)=0. 于 
是 周期 解 是 否 存在 唯一 的 问题 化 为 方程 了 (zi,4)=0 是 否 确定 隐 
函数 的 问题 . 

显然 ,V (0,0)=0, 但 

ov ov 三 

Oril on Eu ry 
(因为 a(0)==0,V(0,4)=0). 所 以 不 能 直接 对 方程 V(xi,4) 二 0 用 
隐 函 数 存 在 定理 . 我 们 将 函数 V(r,) 分 解 如 下 : 

Vrh) = TV (zx,N), 
即 其 中 

V2) = (ei — 1) + rr Vz + …. 

分 解 式 右 端 第 一 个 因子 z==0 时 ,方程 V(x,4)==0. 这 说 明 对 任 
意 4, 方 程 (3. 1), 的 过 点 (zx1,0) = (0,0) 的 解 是 周期 解 . 显然 这 个 
周期 解 是 指 平衡 点 O, 不 是 我 们 所 要 的 . 我 们 希望 能 从 方程 六 (x ， 
A) 一 0 中 确定 函数 . 

显然 ,了 (0,0)=0( 事 实 上 , 当 z=0 时 ,从 (0,)=0 中 只 能 
解 出 4=0). 又 有 

a7(0,0) _ d poo 


d ， 忠 = 


A = 页 c “一 0 
2x daC) 
~ BO) da lo 
根据 定理 的 条 件 有 
pb) > 0， S|, > 0， 


所 以 34010) >0. 于 是 由 隐 函 数 存在 定理 ,存在 唯一 的 一 个 解析 
函数 一 MXzi) 对 充分 小 的 x 有 定义 ,满足 
Ah(0) 一 0 与 7(zoD 一 0， 
当然 也 满足 方程 (zh) 一 0- 
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这 就 说 明 , 对 任 一 充分 小 的 zx ,有 唯一 的 一 个 4(z1) ,使 方程 
(3. 1)ux 的 从 点 (zi,0) 出 发 的 解 是 周期 解 . 

下 面 证 明 函数 4(x ) 的 一 个 性 质 . 

命题 使 ‰(0) 关 0 的 最 小 的 自然 数 上 是 偶数 . 

证 明 设 不 然 , 即 有 2"+5(0) 闪 0, 使 


ACzi) = i 0 十 oCz™+!). 


于 是 当 |zi | 充分 小 时 ,24(zx1) 随 x 改变 符号 而 改变 符号 . 

在 正 xz 轴 上 取 一 串 z,>>0,z* 一 0. 设 7, 是 方程 (3.1)x:， 过 点 
《za，0) 的 闭 轨 ,7, 与 负 zi 轴 有 交点 (y,…0) ,当然 <0. 由 解 对 初 
值 与 参数 的 连续 依赖 性 ， 

limy, = limr (rr, Alz,)) = r(xX,0.0) = 0. 
所 以 当 n 充分 大 时 , |z, | 与 |y, | 都 充分 小 .但 zx, 与 y, 反 号 ,所 以 
ACz,) 与 A(y,) 反 号 . 

另 一 方面 ,应 该 是 方程 (3. 1)xw, 从 点 C(y,0) 出 发 的 解 是 闭 轨 . 
现 有 方程 (3. 1)x:， 从 点 (y,,0) 出 发 的 解 是 闭 轨 , 根 据 函 数 (zi) 的 
单 值 性 ,4(z,)==X4(y,). 这 和 4(z,) 与 A(y,) 反 号 矛盾 . 

命题 证 完 . 

因为 4(0)=0, 所 以 由 命题 立刻 知道 (0) 二 0. 

根据 命题 ,Xz1) 只 可 能 有 以 下 三 种 情况 . 下 面 分 别 进行 讨论 . 

1) A(z1)=0 

这 表示 对 一 切 充分 小 的 z1, 方 程 (3. 1)xe 与 (3. 1)。 是 同一 个 
方程 ,对 此 方程 从 点 (z1,0) 出 发 的 解 是 周期 解 . 即 方程 (3. 1)。 在 原 
点 附近 全 是 闭 轨 , 平 衡 点 (0,0) 是 中 心 . 


2) Xr) =02 i (0) tol?) ,其 中 Mam(0) 二 0 


这 时 充分 小 的 z1,X《z1) 宇 0, 示 意 如 图 8. 2. 每 个 zx, 对 应 一 个 

4; 反 之 ,每 个 4 对 应 两 个 ri, 一 正 一 负 . 这 两 个 zi 的 值 正如 上 面 合 

题 中 提 到 的 x, 与 w 一 样 ,是 一 条 闭 轨 在 zi 轴 的 正 、 负 两 个 半 轴 
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上 的 截 距 . 为 了 使 对 应 一 一 化 ,我 们 限 4 
制 zi 之 0. 这 样 就 可 以 由 函数 4 一 X(Cz) 
反 解 出 zi, 得 到 反 函 数 工 二 x1(24). 它 
对 充分 小 的 4 宇 0 有 定义 , 取 值 zx 之 0， 
Xx1(0)=0. 

这 表示 ,在 此 情况 下 ,充分 小 的 
4 过 0, 方程 (3. 1); 的 经 过 点 (x1(2) ,0) 图 8.2 
的 解 是 周期 解 . 其 闭 轨 在 z, 轴 上 的 截 距 ri(A) 当 ) 趋 于 0 时 是 与 
YA 同 阶 的 无 穷 小 .4 趋 于 0 时 , 闭 轨 缩 为 一 点 . 极限 状态 是 4 一 
0, 此 时 方程 (3. 1)。 经 过 点 (zi(0),0)=(0,0) 的 解 是 周期 解 , 此 周 
期 解 是 平衡 点 . 

方程 (3. 1), 的 闭 轨 在 z 轴 上 的 截 距 = (4) 随 参数 4 变化 的 曲 
线 如 图 8. 3 所 示 . 


O A 0 a 


图 8.3 图 8.4 


3) A(z1) = Ce (0O)zi ToCzi)， 其 中 A (0)<0 


通过 与 情况 2) 类 似 的 讨论 可 知 ,在 此 情况 下 ,只 有 充分 小 的 
负 的 4 使 方程 (3. 1) 有 周期 解 . 其 闭 轨 经 过 点 (z1(4) ,0). 闭 轨 在 
zi 轴 上 的 截 距 ri (1) 是 与 YY 一 4 同 阶 的 无 穷 小 . z1(2) 随 4 变化 的 
曲线 如 图 8. 4. 

第 四 步 . 证 明 闭 轨 的 稳定 性 . 为 此 ,我 们 先 证 明 以 下 命题 1 和 
命题 2. 
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命题 1 如 果 


1 (0) = (0) = … = Mn-p(0) = 0， Mem(0) 所 0， 
则 
BV (0,0) _ PV(0,0) _ "V0,0) | 
ar oar’ Ox™ 
而 
十 
GE P00 om + 1D) YC,0em0) 
| 
=— (2m + 1)2x se 


(与 4"”(0) 反 号 !). 特别 地 ,因为 已 知 X(0)=0, 所 以 有 
OV (0,0) _ FV(0,0) 


eB 
证 明 将 恒等式 V(xz,,4(x1)) 三 0 的 两 端 对 zx, 求 各 阶 导数 ， 
得 到 以 下 关系 式 
ay 
二 二 SX (rz) = 0， 
入 + 莹 we +2 有 SG) 十 如 we) 一 0， 
+ AX(z) 十 3 + + Wm) =0, 


PV + BA) 十 Bar + ee 
1 


浊 jG Au-D(zi) 十 有 Modz) m0; 


如 果 4(z1) 在 z=0 处 的 各 阶 导数 直到 (2m 一 1) 阶 都 是 零 , 再 注意 
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就 得 到 
a7(0,0) _ OV(0,0) _ ,. _ O"V(0,0) 


am En EE 你 
若 再 有 2""(0) 闪 0, 就 得 到 
0 Pe D Gn). 
因为 
ay(0,0) dioV 
azriaA klEs | ho 
_d 2 2 \ 
(ei —1) 2=0 
a (0) 
= 2r RO) 
代入 上 式 ,就 得 到 所 要 证 的 第 二 个 等 式 . 命题 1 证 完 . 
命题 2 设 m 是 使 得 式 2 人 0 的 最 小 正 整数 .如 果 
《40,0 <0( 或 >0), 则 对 充分 小 的 zi, 方程 (3. 1)xn 的 经 过 


点 (z1,0) 的 闭 轨 是 渐 近 稳定 的 (或 不 稳定 的 ). 
证 明 下 面 证 明 命题 中 括号 外 的 结论 . 
定义 函数 


(1) OV(z1AT)) = Vr) 
sis Ep 


Br Ca) 


我 们 证 明 g(zi) 在 zi 一 0 处 有 局 部 极 大 . 为 此 计算 g(x) 在 z= 二 0 
处 的 各 阶 导 数 . 因为 


ooV oV 

(0) = [ 营 Fe Gx] 已 
BT 

g"(0)= [ 营 了 十 Em 六 (zi))2 


BY BY 
+ 2 5 (71) 十 33 7 (9 | ， 


Ari94 {0.0) 
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a’ 
g”(0) = Es + A Cx) + AXz) 
1 


By 。 
上 Sr] 


g"(0)= [2 十 BCr) 十 


十 Bi -Mo-bCzri) 十 a ], 3 


(0,0) 


根据 命题 的 假设 ,又 注意 到 ,由 此 假设 可 知 , m 是 最 小 正 整 数 ,使 
得 人 2"”"(0) 闪 0. 于 是 由 上 面 的 一 组 等 式 得 到 


g'(0) = = gc-D(0) = 0， 
与 
gm(0) = ee E00 + Ei C0). 
再 应 用 命题 1 的 结果 得 到 


2m dO"tiy(0,0) 

2 十 1 Bdrm 

根据 假设 有 g“”(0) 二 0, 所 以 g (xz) 在 z=0 处 有 局 部 极 大 . 另 
外 ,显然 &(0)==0, 所 以 对 充分 小 的 zts 0,g(zi)<<0, 也 就 是 对 充 
分 小 的 zi 关 0, 有 


gm(0) = 


Vx,Az)) 一 
az 

又 注意 到 V(xz,4(z1))==0, 根 据 第 三 章 § 2 后 继 函 数 的 性 质 (3)， 
可 以 知道 对 充分 小 的 工 , 志 0, 方 程 (3.1)x:， 从 点 (z1,0) 出 发 的 闭 轨 
是 渐 近 稳定 的 . 

括号 内 的 结论 可 以 类 似 地 证 明 . 命题 2 证 完 . 

如 果 方 程 (3. 1)。 的 中 心 型 平衡 点 (0,0) 是 稳定 (或 不 稳定 ) 焦 
点 , 则 根据 第 二 章 8 3 中 介绍 的 后 继 函数 判别 法 ,方程 (3. 1)。 的 后 
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继 函 数 Y(z ,0) 的 级 数 展开 式 人 中 项 的 系数 是 让 2 oo 的 


第 一 个 非 零 系数 有 负 ( 正 ) 的 符号 . 恰好 对 应 着 命题 2 中 的 两 种 情 


况 .又 注意 到 ,命题 1 指出 下 与 4"(0) 反 号 . 再 把 上 


面 的 讨论 与 前 面 情 况 1)~3) 中 的 结果 联系 起 来 , 即 得 以 下 结论 : 

(i) AM(Czi) 之 0 等 价 于 方程 (3. 1)。 以 (0,0) 为 中 心 型 稳定 焦点 . 
此 时 ,对 充分 小 的 4,4 宇 0, 方 程 (3. 1), 的 经 过 点 (zi(4) ,0) 的 轨 线 
是 闭 轨 ,并 且 是 渐 近 稳定 的 . 又 有 


(ii) XCx1) 志 0 等 价 于 方程 (3. 1)。 以 (0,0) 为 中 心 型 不 稳定 焦 

点 .此 时 ,对 充分 小 的 4,4<0, 方 程 (3. 1), 的 经 过 点 (zi(A) ,0) 的 轨 
线 是 闭 轨 ,并 且 是 不 稳定 的 . 又 有 
lim 一 -一 3 


40 2 


人 8.5 与 图 8. 6. 


=kX0. 


a(4)<0 a(A)>0 A a(W)<0 0 a(t)>0 4 
稳定 。 若 不 稳定 稳定 。 若 不 稳定 
和 全 
定 定 
图 8.5 图 8.6 


(iii) AMCz)=0 等 价 于 对 一 切 &,A(0) 一 0. 根据 命题 1, 即 对 
一 切 A， 
V0,0) 


=0 
Ea ” 
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也 就 是 方程 (3. 1)。 的 后 继 函 数 V(x,,0) 三 0. 即 方程 (3. 1)。 的 平衡 
点 (0,0) 是 中 心 . 

为 完成 定理 的 证 明 还 要 估计 方程 (3. 1), 的 闭 轨 的 周期 T,. 因 
为 4 一 0 时 rz, 一 0, 闭 轨 线 缩 为 原点 , 即 4 一 0 时 rr 一 0. 所 以 对 充分 
小 的 4, 由 方程 (3. 6) 得 到 


d0 
de BA). 


所 以 方程 (3. 1); 的 闭 轨 的 周期 TB: 
定理 证 完 . 
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第 九 章 ”从 闭 轨 分 支出 极限 环 


上 一 章 研究 了 从 平衡 点 分 支出 极限 环 的 问题 . 在 一 定 的 条 件 
下 ,得 到 的 结果 是 : 若 平衡 点 为 方程 (1. 1); 的 中 心 型 焦点 , 则 方程 
(1. 1) 的 参数 1, 当 > 如 或 <i 趋 于 加 时 ,方程 (1.1) 有 一 支 
相应 的 极限 环 刀 随 4 一 而 趋 于 平衡 点 ; 若 平衡 点 为 方程 (1. 1)， 
的 真 中 心 , 则 无 上 述 Hopf 分 支 . 

本 章 研究 平衡 点 为 方程 (1. 1) 的 真 中心 时 ,从 闭 轨 分 支出 极 
限 环 的 问题 . 


§ 1 Liapunov 第 二 方法 
我 们 知道 线性 方程 
(= 2 (1.1), 
Se 
以 原点 为 中 心 . 从 正 y 轴 上 任 一 点 (0,4) 出 发 都 有 闭 轨 : z= 
4sint,y 一 4cost, 周 期 是 2r. 
现在 的 问题 是 ,对 充分 小 的 4, 方程 
Z= y+ Afi(r,y), 
1 工 十 A12(z,y) 
是 否 有 极限 环 ? 它 的 位 置 如 何 ? 稳定 性 如 何 ? 
下 面 总 是 假设 对 一 切 4 方程 (1.1), 只 以 (0,0) 为 平衡 点 ,并 且 
As 0 时 不 再 是 中 心 型 的 平衡 点 . 
定义 一 元 函数 到 (4) 如 下 : 


6(4) 三 fts,y) + yfilzsy) dt, 


(1.1), 
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其 中 z 一 4sint，y 一 4cost. 
定理 1.1 (1) 对 充分 小 的 ,方程 (1. 1) 在 方程 (1. 1)。 的 闭 
轨 有 Ps: z+ 二 Aosint，y 二 Aocost 附近 有 闭 轨 的 必要 条 件 是 
$A) = 0. 
(2) 若 4uo>0, @6(4u)=0, 又 B(4) 在 4=4 不 取 极 值 , 则 对 
充分 小 的 ,方程 (1. 1), 在 Ps, 附近 有 闭 轨 . 
(3) 如 果 
区 (4W) 一 … 一 Ge20(40) 一 0， Ge+tD(4o)<0， 
则 对 充分 小 的 4, 方程 (1. 1), 在 ,附近 有 极限 环 . 4 二 0 时 是 稳定 
环 ;4<0 时 是 不 稳定 环 . 如 果 条 件 中 多 ?2 (4o) 过 0, 则 结论 中 的 
极限 环 有 相反 的 稳定 性 . 
定理 1. 1 不 证 明了 ,因为 它 是 定理 1. 2 的 特殊 情况 . 下 面 举 例 
应 用 定理 1. 1. 
例 Van der Pol 方 程 
半 十 p(z2 一 1) 工 十 z 一 0 
有 等 价 方程 组 
5 多 (1.2)， 
3 一 一 工 十 KG1 — 7 )y. 
为 研究 它 的 极限 环 ,定义 函数 
5(4) = [ra 一 z2)dt， 
其 中 z= Asint,， y==Acost. 于 是 
$(A)= | aeowra 一 42sin2t)dt 


一 4ez| 1 一 全 ]: 
解 方程 8B(4)=0, 得 4=0 与 4=2. 又 多 (2)= 一 4x<<0, 所 以 由 定 
理 1.1 可 知 ,方程 (1. 2)。 在 圆 z 一 2sint,y 一 2cost 附近 有 极限 环 . 
A>0 时 是 稳定 环 ;w<0 时 是 不 稳定 环 . 
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下 面 考虑 方程 


z= g(r,y), 
| (1.3), 


y= g(r,y), 
设 (0,0) 是 它 唯一 的 平衡 点 , 且 是 真 中 心 . Pa 是 方程 (1. 3)。 从 正 y 
轴 上 点 (0,4) 出 发 的 闭 轨 ,其 方程 为 
人 = 9(t,A), 
y= yy,4); 
其 周期 为 了 (4). 
现在 问 ,方程 (1. 3)。 经 过 小 扰动 后 的 方程 


| ECr,y) + Af i(r,y), 0 
y= gz(zyy) + Afs(r,y) 
是 否 有 极限 环 ? 

还 像 上 面 一 样 , 设 对 任意 CA 立 0) ,方程 (1. 3) 都 只 以 (0,0) 
为 平衡 点 ,并 且 不 是 中 心 型 的 . 


令 F(z,y)=C 是 方程 (1. 3)。 的 第 一 积分 ,是 一 族 围 绕 原 点 的 
闭 曲线 . 设 C 愈 大 时 闭 曲线 F(z,y)==C 所 围 的 区 域 也 愈 大 . 
定义 函数 @(4) 如 下 : 


(4) 
2 = [Rf + Pf 
0 


其 中 z=91,A), y=y(t,A4). 

定理 1.2 (1) 对 充分 小 的 ,方程 (1. 3) 在 方程 (1. 3)。 的 闭 
轨 T4: z=Yt,4o),y 一 %(t,4o) 附 近 有 闭 轨 的 必要 条 件 是 

$B(Ao) = 0. 

(2) 车 4u>0,@(4o)=0, 又 @G(4) 在 4= 4 不 取 极 值 , 则 对 
充分 小 的 ,方程 (1. 3) 在 ,附近 有 闭 轨 . 

(3) 如 果 

D(A) = … = BA) 一 0， PHA) < 0, 
则 对 充分 小 的 4, 方程 (1. 3) 在 Ps 附近 有 极限 环 . * 和 0 时 是 稳定 
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环 ;4<0 时 是 不 稳定 环 . 如 果 条 件 中 多 ””(4o) 之 0, 则 结论 中 的 
极限 环 有 相反 的 稳定 性 . 
证 明 函数 (rx,y) 沿 方程 (1. 3) 的 轨 线 的 变化 率 为 


dF 。 。 
| Fi+ F,y= F(gi t+ afi) + Fg +t 4f;). 


因为 F(x,y)=C 是 方程 (1. 3)。 的 第 一 积分 ,所 以 
Fg t+ Fg,= 0. 
于 是 沿 方程 (1. 3), 的 轨 线 ,函数 (x,y) 的 变化 率 为 


笃 = ACE- 广 十 下 ,万 )， 
t | a.», 


设 正 y 轴 是 方程 (1. 3)。 的 右 端 向 量 场 (g1,g) 的 无 切线 段 
( 当 (0,0) 是 方程 (1. 3)。 的 中 心 型 平衡 点 时 , 它 必 是 方程 (1. 3)。: 
革 = 一 gz(z,y) ,3 一 giCz,y) 的 结 点 .而 方程 (1. 3)o 的 任 一 轨 线 都 
是 向 量 场 (g1,g,) 的 正 交 曲线 . 所 以 (1. 3)% 的 轨 线 都 是 向 量 场 (g， 
&2) 的 无 切线 段 . 为 方便 起 见 , 设 y 轴 是 (gi,g:) 的 无 切线 段 ). 因为 
方程 (1. 3)。 从 正 > 轴 上 任 一 点 (0,4) 出 发 的 轨 线 经 过 时 间 T(4) 
后 又 返回 到 正 y 轴 上 ,所 以 由 解 对 参数 的 连续 依赖 性 , 当 4 充分 小 
时 ,方程 (1. 3) 从 (0,4) 出 发 的 轨 线 : z 一 gr,4) ,2 一 办 (4) 必 
也 经 过 某 一 段 时 间 Ti(A) 后 又 返回 到 正 y 轴 上 . 

于 是 沿 方程 (1. 3) 从 点 (0,4) 出 发 的 轨 线 转 一 圈 , 函 数 F(z， 
y) 的 改变 量 为 

4) dF 


F(0,p(T(A),A)) — F(0,A) = ET 
0 


(9D 
TA) 

= [Ff + Pfilde, 
。 


其 中 一 PCt,4)，y 一 办 (4). 
定义 函数 B.C4) 如 下 : 


a 


(4) 
(= 人 [FA 十 Pdt， 


其 中 z 一 Pi(t,4),y 一 办 (t,4). 
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根据 解 对 参数 的 连续 依赖 性 ,又 将 初 值 也 作为 参数 ,那么 ,对 
任 给 的 ce 二 0, 存 在 6 二 0,h 二 0, 使 得 当 |4, 一 4|<5,14|<<% 时 ,有 

[pli,AD) 一 Yi4)| <e, Ili,A) — Yi,A)| Se 

(t € [0,2T(4)])， 
并 且 
1T,(41) — T(A)| <e. 

又 阔 数 记 ;(zx,y)f1(z,y) 十 (x,y)f(x,y) 对 (xz,y) 连 续 ,所 以 ， 
多 (4;) 能 任意 接近 B(A), 只 要 4 充分 小 ， 4 充分 接近 4. 

下 面 依次 证 明定 理 的 三 个 结论 . 

(1) 车 @(4。) 志 0, 则 根据 以 上 讨论 , 当 4 充分 小 ,4 充分 接近 
ho 时 ,8B(4) 寺 0. 也 就 是 说 ,方程 (1. 3), 从 (0,4) 出 发 的 轨 线 都 不 
是 闭 轨 ; 即 对 充分 小 的 4, 方程 (1. 3) 从 点 (0,4,) 附 近 出 发 的 轨 线 
都 不 是 闭 轨 . 由 解 对 参数 与 初 值 的 连续 依赖 性 ,定理 的 (1) 证 完 . 

(2) 如 果 @(4o)=0, 但 @(4) 在 A=Aho 不 取 极 值 . 那么 ,对 任 
给 的 e>0, 存 在 8 与 8,0<0i,6:<e, 使 @(4o 一 5) 与 到 (4o 十 29) 
异 号 .根据 前 面 的 讨论 ,存在 ,使 当 | 外 <% 时 

g(4 一 90) 与 多 (4 十 0) 
异 号 .于 是 对 4,14| 二 ,存在 4 
AiE (Ao— ,Aot 6) CC (Ao— eA e), 
使 
®(A) = 0. 

也 就 是 说 ,对 任 给 的 e 之 0, 存 在 b, 当 |A|<x 时 ,方程 (1.3) 从 > 
轴 上 的 区 间 (4。 一 e,4。 十 e) 内 的 点 (0,4,) 出 发 的 轨 线 是 闭 轨 . 由 解 
对 初 值 与 参数 的 连续 性 ,该 闭 轨 在 Fw 附近 . 定理 的 (2) 证 完 . 

(3) 如 果 @(40)==…= 二 B 中 (Ao) 二 0, 而 B+?(4,)<0, 则 存 
在 go>0, 使 得 @(4。 一 0)>0, 而 @(4o 十 go)<<0. 根据 前 面 的 讨 
论 , 存 在 hb>0, 使 当 | 外 <x 时， 

BAs— 06)>0, Bhot6)<0. 
因为 按 函 数 B.C(4) 的 定义 , 当 4 之 0 时 ,B(4) 与 沿 着 方程 
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《1.3) 从 点 (0.4) 出 发 的 轨 线 转 一 图 后 再 返回 到 正 y 轴 上 时 , 函 
数 F(z,y) 的 改变 量 有 相同 的 符号 . 
所 以 4 二 0 时 ,方程 (1. 3); 从 点 (0,A。 
一 6) 出 发 的 轨 线 再 与 正 y 轴 相 交 时 ， 
交点 在 点 (0,4, 一 9) 之 上 方 ;而 从 点 
(0,4, 十 5) 出 发 的 轨 线 再 与 y 轴 相 交 
时 ,交点 在 点 (0, ho 十 0) 之 下 方 . 两 段 
轨 线 与 正 y 轴 上 连结 每 条 轨 线 段 的 
两 个 区 间 围 成 一 个 环形 区 域 R. 见 图 
图 9.1 9.1. 因为 R 是 正 不 变 集 , 所 以 由 第 

四 章 $7 的 定理 7. 2, 在 这 个 区 域 R 内 一 定 有 方程 (1. 3) 的 稳定 
的 极限 环 . 当然 这 个 极限 环 是 在 ,附近 . 

4 过 0 时 ,函数 B,(4) 与 沿 着 (1. 3), 从 点 (0,4) 出 发 的 轨 线 转 
一 圈 后 再 返回 到 正 y 轴 上 时 ,函数 RCz,y) 的 改变 量 有 相反 的 符 
号 .所 以 此 时 在 Ps 附近 有 方程 (1. 3) 的 不 稳定 的 极限 环 . 

B410(Ao) 之 0 的 情况 ,可 以 类 似 地 讨论 . 定理 1. 2 证 完 . 

例 Volterra-Lotka 方程 


人 
7=— 7(7— 68) 


(a,B,7,6 皆 正 ) 


经 过 变换 zx= Va (6 一 7), y= VY (By 一 a), r= Va7t 后 ,化 为 
( 2 一 ary， 
ed (a>0;%>0), (1.4), 


ns 


这 里 工 , ?分别 表 示 南 与 理 .方程 (1. 4)。 在 区 域 : xz 之 一 1/a， 
> 一 1/6 内 有 了 唯一 和 0), 且 是 中 心 型 平衡 点 . 它 的 一 切 
EE 有 第 一 积分 


F(zr,y)= 二 — nd 十 az) 十 2 一 去 md 十 by) = 
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它 是 一 族 围 绕 原点 的 闭 曲 线 ,C 愈 大 ,F(z,y) 二 C 所 围 的 区 域 也 
愈 大 . 
下 面 研究 有 微 扰 后 的 方程 
a yl(l 十 az) 十 APGCz,y)， 
$= zx(1 十 by) 十 MGCzyy) 


的 周期 解 的 问题 ( 见 参考 文献 [6]). 为 了 应 用 定理 1. 2, 我 们 构造 
函数 


(1. 4)， 


cb 
$(A)= 上 [FA 十 有 js]dr 


(2 zh yf 
-| 上 + 计生 ke 


= 人 ?六 一 工 户 dr， 

(1 十 azr)(1 十 by) 
其 中 z 一 wzr,4),y 一 %(r,4) 是 方程 (1. 4)。 过 点 (0,4) 的 闭 轨 . 显 
然 这 条 闭 轨 满足 方程 


于 一 二 In(1+az) 十 学 一 喜 InQ1 十 6y)= 人 一 让 In(1+64). 
(1.5) 
所 以 B(A) 可 以 改写 为 
_ 六 dy ~ Pdz 
和 人 Haz + oy)’ 


其 中 Fa 为 闭 曲 线 (1. 5). 对 于 给 定 的 户 与 疡 ,计算 (近似 计算 ?出 
函数 多 (4) 的 曲线 ,就 可 以 根据 它 讨论 方程 (1. 4) 的 极限 环 的 存 
在 性 、 稳 定性 等 问题 . 


8$ 2 Poincare 方法 
我 们 知道 系统 


z= y, 
3 了 一 一 工 
243 


以 原点 (0,0) 为 真 中 心 ,1=0 时 从 点 5 出 发 的 解 为 
cost sint 


Vb 和 
1t = . 
| 一 sint cost| (6b, 


区 (1) 是 基本 解 矩阵 , 它 有 性 质 更 (0)= 更 (2r) 一 7. 又 显然 


Wi) = cost | 


sint cost 贱 
下 面 我 们 考虑 非 线性 方程 
z= y+ Afi(r,y), 
| + Afslr,y). 
设 (0,0) 是 它 的 唯一 的 平衡 点 ,而 \ 关 0 时 ,平衡 点 是 非 中 心 型 的 . 
把 方程 (2. 1), 在 上 一 0 时 从 点 (0,4 十 6 出 发 的 解 记 为 


(2. 1)， 


工 一 Ht,é,4), 
2. 2)， 
a Ne 
显然 对 一 切 $ 与 4 有 
HK0,6,4) 一 0， 
p08,4) = AE C3) 
又 根据 前 面 的 讨论 可 以 知道 ,4=0 时 有 
88 0) | 0 )- (4 十 6)sint 
A A+él (atteos) 2 
与 
(Seo)= bel Ces 
y(t,0,0) cost 


因为 方程 (2. 1); 的 满足 初 条 件 :一 0 时 过 点 (0,4 十 6 的 解 
(2. 2), 应 该 满足 等 价 的 积分 方程 


[wesaj- 


Yl,€,4) vo 


六 十 | 
fi(Plu,é,2) ,glu,E,A)) 


du. (2.6 
re W208 


对 iofwoo| 
0 
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所 以 解 (2. 2); 是 - -个 以 2x 十 r 为 周期 的 函数 的 充 要 条 件 是 
[PC2x 十 re OD) 
(2r 二 re (god 

也 就 是 

0 
(Yor + 7) — eo))| | 
4 十 有 


antr / 
+2y(2r+ of ww du = 0. 
。 


1 
2 


注意 更 (0) 一 7 下 (2x 十 rz) 一 记 (rz), 上 面 的 充 要 条 件 成 为 ， 


| cosr 一 1 sinr 0 | 
K(ehr)) | 一 sinr cosr—1llA+é 
cosr sinr\ rar+rf/cosu — sinu 
十 | | [le 
一 sinr cosr/Jo sinu cosu 


所 (Yu A) ,pu,€,4)) 

© [faplusé ,Nylu€,N)) 

这 是 变量 ,4,r 所 满足 的 一 个 方程 组 . 如 果 对 于 充分 小 的 4, 以 上 

方程 组 确定 出 变量 与 + 是 4 的 函数 , 即 $=&(X),r=r(). 那 就 是 

说 ,对 充分 小 的 4, 方 程 (2. 1), 的 从 点 (0,4 十 SCX)) 出 发 的 解 是 周 

期 为 2x 十 r(4) 的 周期 解 . 

为 应 用 隐 函 数 定理 ,下 面 检 查 定理 所 需 的 条 件 . 首先 ,显然 有 
H(0,0,0) = 0,» 
K(0,0,0) = 0. 


]- 0. (2.7) 


其 实 对 任意 ,有 
H(é€,0,0) = 0， 
K(€,0,0) = 0. 


再 计算 Jacobian 式 | 只 人 全 | -因为 


[全 cosr 一 1 sinr 
K€,0.D) 


(2. 8) 


《0.0.0) 


| 人 4 中 


一 sinr cosr—1 
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所 以 


图 
| 6 _ 191 
lax | 由 

Udé jn 
aH 
er 0 1\10)_/4 
aK “| llal = 
dr J oo 


于 是 Jacobian 式 为 零 . 不 能 直接 确定 与 + 为 4 的 函数 . 
因为 
aH 


Or | oo.o) 
所 以 根据 隐 函 数 定 理 ,由 方程 有 H(&,4,7) 二 0 中 可 解 出 r, 得 到 定义 
在 (6,h)=(0,0) 邻 域内 的 函数 r=r(e,h) , 它 满足 r(0,0)=0, 又 使 
H(é,4,r(€,X)) = 0. 
此 外 ,函数 r=r(&,4) 还 有 以 下 性 质 : 
rt(é€,0) = 0. (2.9) 
这 是 因为 及 (&,0,r)== (A 十 4)sinr, 对 任意 《都 要 求 日 ($,0,7)= 
0, 就 得 到 sinr==0, 所 以 +=0( 因 为 + 很 小 !). 也 就 是 +(€,0) 夺 0. 
将 r=r(&€,4) 代 入 方程 KC(&,4,7)=0, 得 到 与 4 的 方程 
K(€,4,r(€,1)) = 0. (2.10) 
如 果 能 从 上 方程 中 解 出 =&(2) ,那么 只 要 把 它 代 回 r=r(&,) ,就 
得 与 都 是 4 的 函数 ,它们 使 充 要 条 件 (2.7) 得 到 满足 . 
而 方程 (2. 10) 左 端的 函数 , 当 4=0 时 ,对 一 切 有 
天 (6,0,r(E,0)) = K(é,0,0) = 0. 
所 以 不 能 根据 隐 函 数 定理 解 出 $. 但 也 就 是 因为 KC(&,4,r($,4)) 有 
以 上 性 质 ,所 以 它 有 因子 4, 即 
K(€,4,7(€,2)) = AKCE AD). 
这 样 就 定义 了 一 个 函数 K,《& ,2). 只 要 能 从 方程 尺 ,($, 和 )==0 中 解 
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= AX0, 


得 函数 $=&() ,满足 4(0)==0, 那 么 所 得 到 的 这 个 函数 也 能 使 方 
程 民 (er(E,h)) 一 0 满足 .下 面 我 们 给 函数 天,(8,A) 加 条 件 , 使 
它 满足 隐 函 数 定理 的 要 求 . 

首先 要 求 函数 KK,(&,4) 满 足 条 件 : 天,(0,0) 一 0. 根 据 天 (CA) 
的 定义 ， 


Py [Ey 


a ds 
[aK , aK or 
9 | AM er ojiooo 

ok 

注意 前 面 计算 过 汪 | ”==0, 所 以 

(0.0.0) 
_aK 

K.(0,0) = yt ee 


应 用 式 (2.7) 的 第 二 个 分 量 计算 得 到 
KiC0,0) = 人 [sin fiCglu,0,0) gu,0,0)) 

+ cosu 户 (Y(x ,0,0),%(z ,0,0))]dz. 

因为 (zx ,0,0) 一 4sinx ,by(z,0,0) 一 4cosx, 所 以 天 (0,0) 一 0 的 条 

件 就 成 为 以 下 条 件 

8$(A) 三 Fine frasinu, Acosu) 
+ cosu f(Asinu, Acosu) Jdu = 0. (2.11) 
其 次 要 求 满足 条 件 : 守 s: | 。， 0. 根据 K,(#,) 的 定义 ， 


BK， 1 OK(é€,4,r(€,X)) 
a 和 本 


其 中 


OK(€,4,7(€,2)) _ OK(€,4,7) 省 BaK(erz) .Or 
E39 8 ar EM 


由 式 (2.7) 
K(é,A,r)= (cosr—1)(A+é) 
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Dar 
+2 EsinGe—D fi glusés Dd) gusésN)) 
+cos(u—r) f(gGu,é ,A) ,ylu,é,4)) du. 


所 以 
OK (€,4,7(€,4)) 
E73 
一 cosr 一 1 十 [sinc 一 可 + 区 名 
十 cos(z 一 | 要 避 + 和 讲 a 


+ (一 sinn)(4 十 各 案 


+ Afs (P27 + rE,A) ,VC2r + rT,E,4)) 


十 小- cata Dh Fn fd 条 


因为 r($,0) 二 0( 式 (2.9)), 所 以 把 r(§, 和 ) 按 和 展开 有 以 下 形式 : 
.Tt(€ ,4) = BE) 十 BAR 十 ……。 


于 是 全 全 有 界 ;又 


ar He 


Slom™ 1 la ™ A 
当 4=0 时 r=0; 还 有 
¥ 区 人 sinu 与 4 on 一 cost- 
所 以 
加 vi 人 [sa Sisinu 十 名 eos) 


十 cose| Ssine 十 ecos) a 


应 用 式 (2. 11) 中 定义 的 函数 B(A4) ,条件 < 芝 :| 。 0 就 变 为 
D(A) XO. (2.12) 
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总 结 以 上 讨论 即 知 : 如 果 B(A6)=0, 而 B C46) 六 0, 那 么 就 存 
在 函数 6 一 #(4) ,r= 二 r+() ,使 得 方程 (2. 1); 的 经 过 点 (0,A。 十 (4)) 
的 解 是 周期 为 2x 十 r(2) 的 周期 解 . 并 且 当 ->0 时 ,这 一 支 周 期 解 
趋 于 方程 (2. 1)。 的 周期 解 : + 二 Asint, y= Aocost. 

下 面 讨论 这 种 周期 解 的 稳定 性 . 

设 T 是 方程 (2.1) 的 从 点 (0,Ao 十 &(%)) 三 (0,4o 十 多) 出 发 
的 闭 轨 ,为 讨论 ,的 稳定 性 , 先 计 算 & 充 分 接近 时 ,方程 
(2.1)% 从 点 (0,Ao 十 人 出 发 的 轨 线 再 一 次 返回 到 正 y 轴 上 时 的 截 
距 与 原 截 距 ho 十 6 之 差 A(6). 因为 

A(6) 一 %(2r + rE ,Nd) ,bh) — YC0,6,N), 
其 中 r=r(&,) 是 由 方程 及 (4,h,7) 二 0 所 确定 的 . 再 由 函数 天 
与 天 ,的 定义 ,就 得 到 
A(€) 一 天 (reh)) = NK E,N). 

而 函数 $=&() 是 由 方程 K,(&,2)==0 所 确定 的 ,所 以 Ki(&。,h) 二 
K1(€(%),h)==0, 于 是 将 函数 KK,(,h) 对 6 在 展开 ,得 展开 式 


a) = [各 '| ,一 和 


3K， i 
韦 87 ke 一 全 十 上 
只 要 S| ， 和 0, 则 对 充分 小 的 %( 当 然 所 也 很 小 ) 有 


aK, .OK, 
lo, 与 lo 
同 号 . 而 当 4 充分 接近 名 时 ,A(6) 与 展开 式 的 第 一 项 同 号 ,也 就 是 
与 kh 色 (4) (一 名 ) 同 号 . 因而 由 A(6) 的 定义 ,加 到 (40) 过 0 时 ,TT 
稳定 ;加 @' (4,) 之 0 时 ,不 稳定 . 
总 结 以 上 讨论 ,我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2.1 若 4 是 方程 @(4)=0(G(C4) 的 定义 见 式 (2. 11)) 
的 正 根 ; 又 针 (4o)>>0. 则 方程 (2.1) 有 唯一 的 一 个 闭 轨 六, 当 
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一 多 (4) 


4>0 时 ,mr 趋 于 (2. 1)。 的 闭 轨 : z= Aosint，,y=Aocost. 4<0, 相 应 
的 闭 轨 盖 稳定 ;之 0, 相 应 的 闭 轨 书 不 稳定 . 如 果 (4,)<0, 则 
有 关 稳 定性 的 结论 相反 . 


§3 后 继 函 数 法 


考虑 含 参量 4 的 方程 
[= P(r,y,4), 
$= Q(z,y,N). 
设 参量 4=0 时 的 方程 (3. 1)。 为 
z= P(xz,y,0) = Pu(z,y)， 
人 Q(zr,y,0) 三 Qu(Czr,y). 
它 有 闭 轨 有 ,其 方程 为 zx 王 ptya),y 一 %(ta),0 委 上 委 了 .. 
像 在 第 三 章 8$ 3 中 那样 ,在 xz-y 平面 上 ,TT 的 附近 取 新 的 曲线 
坐标 sn. 新 旧 坐标 之 间 关 系 如 下 : 
= Vsya) — ng'(s,a), 
y= ps,a) + ng'(s,a), 
其 中 p',y' 表 示 对 s 求 微 商 . 坐标 * 与 ”满足 条 件 0 委 * 委 T.|nl| 
< 时 ,对 应 到 .的 一 个 环形 邻 域 ,显然 ,*=0 与 ;=7T。 是 同一 段 
法 线 . 
在 闭 轨 局. 附近 取 新 坐标 ,方程 (3. 1), 就 化 为 : 
= te Rn,0,)), (3.3), 
其 中 P= PCz,y,,Q=QCy, ,而 z 与 ?用 式 (3.2) 代 入 . 
设 n=n(s,no,a,4) 是 方程 (3. 3) 满足 初 条 件 :一 0 时 n=no 的 


解 , 即 


(3.1); 


(3. 1)。 


(3. 2) 


n(0,no,0,A) = no. (3.4) 


定义 后 继 函 数 
Vln,a,A)En(T, noyceyh) 一 (OroyayA) 
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7。 
=| RGssnGsvroyayh) ayA)ds. 


若 ( 和 az 和 使 杰 (zosa) 一 0, 这 
就 表示 方程 (3. 3): 在 闭 轨 工 . 附 


近 的 点 (0, 元 ) 处 出 发 的 轨 线 是 se=T, 
闭 轨 线 , 见 图 9. 2. s=0 
怎样 的 a 可 以 使 得 从 方程 
Vlno,a,4)=0 y(no,o,A) 
中 能 解 出 no 二 no() 呢 ? 国光 


引 理 3 到 C0,8,0) =el Teen ta ], 
其 中 z=91 ,0) ,y= 二 g(t,a). 

证 明 由 更 的 定义 ,再 由 式 (3. 4) 得 以 下 关系 式 

W000) =a (T0010) 一 1. (3.5) 

而 函数 msyoyay0) 满 足下 面 的 变 分 方程 

Qn, sonoses0) = R, (ssn,a,0) |sonone.0nn, (ssn0,0)0). 
又 由 式 (3. 4) 知 道 它 满足 初 条 件 

ns, (Onosa,0) =1. 


所 以 


nl (snora0) = el 
因为 n(s,0,a,0) 三 0, 于 是 
T0100) = el 
类 似 于 在 第 三 章 $ 3 中 计算 R'(s,0)=A1(s), 可 以 计算 出 上 
式 中 的 被 积 函数 
及 (Cs,0,a0) = Pi,(9,9) + Qo,(9,8) 一 nc: + "7)， 
其 中 p=9g(s,a),y= 二 yls,a). 将 上 式 代 回 积分 号 下 ,再 利用 式 


(3. 5) ,立刻 得 到 引 理 3. 1 所 要 证 明 的 结果 . 
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定理 3.1 如 果 
T。 
| Eee + Qld < 0 (或 过 0)， 


其 中 z=ywGda).y 一 yta). 即 卫 , 是 方程 (3. 1)。 的 稳定 (或 不 稳 
定 ) 环 , 则 对 充分 小 的 4, 方程 (3. 1) 在 卫 . 附近 有 稳定 (或 不 稳定 ) 
的 极限 环 Tw, 当 4 一 0 时 它 趋 于 局 . 
证 明 由 更 的 定义 ,有 
更 (0,a,0) = 0. 
由 定理 的 假设 ,再 应 用 引 理 3. 1 有 
更 (0,a,0) < 0. 


根据 隐 函 数 存在 定理 ,对 充分 小 的 4 存在 函数 n。==no(4), 满 足 
mo(0) 一 0, 并 且 有 

更 (no() ,ah) = 0. (3.6) 
也 就 是 说 ,方程 (3. 1), 从 方程 (3. 1)。 的 极限 环 局 . 附近 的 点 (sy,z) 
二 (0,no《4)) 出 发 的 轨 线 是 闭 轨 . 当 4 一 0 时 ,该 闭 轨 趋 于 也 

因为 W,(0,a,0)<0, 所 以 对 充分 小 的 4, 有 

Wo, (no CM) ,aA) 0. 
根据 第 三 章 $ 2 中 后 继 函 数 的 性 质 (3) ,方程 (3. 1) 从 点 (5,n) 二 
《OnsCA)) 出 发 的 这 一 闭 轨 是 稳定 的 极限 环 . 

定理 证 完 . 

如 果 TI, 是 方程 (3. 1)。 的 一 族 闭 轨 中 的 一 条 ,并 不 是 极限 环 ， 
当然 ,此 时 定理 3. 1 的 条 件 不 能 成 立 . 下 面 讨论 此 时 是 否 也 有 某 些 
wa 使 在 闭 轨 局 的 附近 会 出 现 方程 (3. 1); 的 闭 轨 . 

引 理 3.2 


到 (0,a,0) = 1 fps tase 


9 (0,a) + yp'*(0,a) 
yaN 4 a 

x] eh te gg, ~ yp odr, 
。 


其 中 z=9s,a) ,y==p(s ,a). 
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证 明 由 轨 的 定义 ,要 求 到 (0,e,0) 就 是 求 


ns sno A) | roeo。 
因为 ns,no,a,) 满 足 方程 (3. 3), 所 以 


nCssnorasN) = R(s,n(s,no,a,A) ,a,A). 


将 上 式 两 端 对 4 求 微 商 , 得 到 


Guna = R'(ssna, in (sno,a,d) 十 R' (sn,a,A). 


令 m6 二 4==0. 又 注意 n(s,0,a,0) 二 0, 得 知 函 数 叉 (s,0,a,0) 满 足 微 
分 方程 


ns,0,0,0) = R'(s,0,a,0)n(s,0,a,0) + Ri(s,0,0,0). 


又 由 式 (3.4) 知 ,mw(s,0,a,0) 满 足 初 条 件 
n(0,0,2,0) = 0. 

所 以 

Races0res oar 


ni(s,0,a,0) 一 e 


x [RR (3.7) 


上 式 中 的 R'(s,0,a,0) 在 引 理 3. 1 中 已 经 计算 出 来 了 .下面 计算 
R'(s,0,a,0). 由 (3.3), 中 RR 的 表示 式 
R'(s,0,4,0) = 呈 RG,ova,) 人 [加 后 ] 
其 中 P=Plgls;0) 965,0) ,2),Q=Q(9ls,a) ,Yls,0),). 于 是 
9Q 一 YP 
P+y'Q 
(9Q— YP P+ YQ 
(pgP+ YQ) 
其 中 等 式 右 端 后 一 项 为 零 ,因为 
ygQ— YP =9Q — YP =9Y Y= 0. 
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R’(s,0,4,0) = 


4=0 


» 
a=0 


将 R' 与 R 代 回 式 (3.7), 再 令 ;==T。, 就 得 到 
六 css +Qay(tzrvy)]dr 


ni(T.,0,4,0) 一 eh 
x [ [ebrom rose ne tes er 
0 


rawr ] 
x gpPTIG | 
注意 


Else re en Pr) ty (ra) 
9?(0,a) 十 多 320,a) 
又 8 十 9% =/Po+y'Qo. 所 以 
frees too)ar 


1 县 1 
nm(T,,0,a,0) yore) + poray + yoraye 


hg 
x [eee geg, ~ ppdr, 
其 中 z=9s,a),y=Y(s,a). 
引 理 证 完 . 
定义 函数 
$a) = 人 人 -evereseom 


x [p'Q rz,y,0) — Y'Pa(z,y,0)J)}dr, (3.8) 

其 中 z=9ls,0) ,y=y(s ,a). 

当 ,是 非 孤 立 闭 轨 时 ,由 于 

[we, + Q;,)dr = 0， 
所 以 多 (a) 与 到 (0,a,0) 有 关系 式 
Bla) = [9'*(0,4) + Y'* (0,0)JY (0,0,0). 

因此 ,@(Q) 与 更 ;(0,a,0) 同 号 . 

定理 3. 2 〈1) 对 充分 小 的 4, 方程 (3. 1); 在 方程 (3. 1)。 的 闭 
轨 ,的 附近 有 闭 轨 的 必要 条 件 是 
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Bla)=0. 
(2) 车 @B(w)==0, 又 $B(a) 在 a 二 a 不 取 极 值 , 则 对 充分 小 的 
4, 方 程 (3. 1) 在 T。 附 近 有 闭 轨 . 
(3) 设 B(@)==0,@ (ao) 关 0, 则 对 充分 小 的 ,方程 (3. 1); 在 
,附近 有 唯一 的 一 个 极限 环 . 
证 明 (1) 若 B(ao) 寺 0, 则 
更 ,(0,ao,0) 关 0. 
由 于 更 (0,a,0) 王 0, 所 以 对 充分 小 的 A,A 关 0, 就 有 更 (0,ao) 关 0. 
对 每 一 个 这 种 4, 当 me 充分 小 时 ,有 
YV(no,ao,4) XO. 
也 就 是 说 ,对 充分 小 的 MCA 立 0) ,方程 (3. 1), 在 TT, 的 附近 没有 闭 
轨 . 
(2) 由 定理 所 设 , 存 在 六 与 h,(hi,hs 之 0) 使 B(ao 一 hh) 与 
(ao 十 hs) 异 号 ,于 是 
Wi(0,ao 一 有 ,0) 与 Wi(0,ao 十 hh,0) 
异 号 , 即 在 4=0 附近 ,函数 
更 (0,ao 一 h,2) 与 更 (0,ao 二 h,,4) 
之 中 的 一 个 是 4 的 增 函 数 , 另 一 个 是 4 的 减 函数 . 因 业 (0,a,0)= 
0, 所 以 
更 (0,a — hi,0) 一 更 (0,ao + hs,0) = 0. 
所 以 ,对 充分 小 的 4,4 寺 0， . 
更 (0,a 一 由 与 更 (0,ao th,,4) 
异 号 .于 是 存在 一 z(A) ,ce(A)E (am 一 入 ,ao 十 Pa) ,使 
(0,a(a),N) = 0. 
也 就 是 说 ,对 充分 小 的 ,方程 (3. 1) 的 通过 方程 (3. 1)。 的 闭 轨 
Tw 上 一 点 T= 二 90,a()) ,y==p(0,a()) 的 轨 线 是 闭 轨 . 由 解 对 初 
值 与 参数 的 连续 依赖 性 ,这 闭 轨 在 附近. 
(3) 根据 (2) 闭 轨 是 存在 的 . 为 证 极限 环 是 唯一 的 ,只 要 证 明 X 
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充分 小 时 ,方程 (3. 1), 在 .附近 没有 两 个 闭 轨 . 
设 不 然 ,有 #4, 习 0(i 一 0), 使 方程 (3. 1),, 在 ,附近 有 两 个 闭 
轨 , 即 有 a 一 wo,al ">ao(i->o0), 使 
(00D) 一 0 UGQ=1,2i= 1,2,..), 
根据 Rolle 定理 ,存在 a, 且 a 在 aV 与 a” 之 间 , 使 
W'(0,0,,4,) = 0. (3.9) 
注意 炎 (0,a,0)==0, 所 以 将 殉 (0,a,4) 按 4 展开 有 
更 (0,ayh) = 更 (0,a,0)4 十 XCa, WX. 
将 上 式 两 端 对 a 求 微 商 , 令 a=ai,4=4i, 再 由 式 (3.9) 就 得 到 关系 式 
W090) = W000 + Xo,M)X = 0. 
因为 % 革 0, 所 以 
W000) 十 (oo = 0. 
令 1 一 co, 于 是 和 一 0,ai 一 ,上 式 取 极 限 就 得 到 
更 " (0,aoy0) = 0. (3.10) 
由 前 面 B(c) 与 到 (0,a,0) 的 关系 式 ,得 到 
BD a0) =[9'* 0,00) 十 多 ?2(0,ao) 卫 到 (0yaoy0) 

十 [8'2(0yao) + 0,a0) YO go0,0). (3.11) 
因为 有 (oo) 一 0, 从 而 W《(0,ao,0) 二 0, 所 以 等 式 右 端 第 一 项 为 零 ， 
由 式 (3. 10) ,等 式 右 端 第 二 项 为 零 ,于 是 色 (oo)=0. 这 与 假设 矛 
盾 , 所 以 只 有 唯一 的 一 个 极限 环 . 

定理 证 完 
下 面 考 虑 Hamilton 系统 的 扰动 方程 


i +), 
~ 


(3. 12) 
= 一 给 426(z1y) 
的 极限 环 问题 . 先 按 式 (3. 8) 求 出 系统 (3. 12), 相应 的 函数 Ba)， 
注意 此 时 有 
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oan oan 
P,= By Q, = 一 Bz 
所 以 
, 1 Ga oan 
P+ Q,, = 2H = 


二 999 
设 Hamilton 系统 (3. 12)。 的 闭 轨 I, 有 方程 
I= Ht,a), y= y(t,a). 


于 是 
,9H 一 
7 一 2 
又 有 
P'=F(r,y), Q = G(r,y), 
所 以 


.ron aH 
Ba) = [全 F(z) + “Glz,3) Jde 


其 中 (zyy)=(9l11a) ,y(t,0)),T, 是 T, 的 周期 . 

然后 ,根据 函数 B(a) 的 性 质 并 应 用 定理 3. 2 就 可 以 研究 方程 
(3. 12), 的 极限 环 的 存在 性 和 唯一 性 . 

如 果 定 理 3.2 的 条 件 (3) 成 立 , 我 们 还 可 以 讨论 这 个 唯一 的 极 
限 环 的 稳定 性 . 为 此 注意 以 下 几 点 . 

(1) 因为 对 一 切 ,有 更 (0,e,0) 一 0. 所 以 更 (0,ayh) 按 ) 的 展 
开 式 为 


Ye = | +t 


从 而 有 
W000,N) 一 更 ioA 十 …. 
(2) 因为 @(ao) 一 0, 从 而 到 (0,a,0) 一 0. 又 多 (ao) 闪 0, 根 据 
式 (3. 11) 得 
更 (0,ao,0) 闪 0. 
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由 此 可 知 , 当 和 充分 小 时 ,更 (0,aeG) ,0) 闪 0 (a(D)>@0, 当 4>0). 
由 上 面 的 关系 式 有 
YW'(0,a(h) .4) #0. 
(3) 由 更 (0,eGQ) ,和 )=0 及 和 (0,a( 和 ), 和 A) 世 0, 又 设 a 增 加 时 
闭 轨 局, 扩大 ,就 可 以 由 更 'C0,aG) ,的 符号 判断 极限 环 的 稳定 
性 ,其 方法 与 本 章 $ 1 和 8 2 中 相应 的 部 分 类 似 . 
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第 十 章 ” 同 宿 分 支 及 异 宿 分 支 


$ 1 鞍点 的 不 变 流 形 


考虑 系统 
I=AX+g(X)=/(X), XER’, EEC r>1. (1.1) 
设 O 是 系统 的 鞍点 , 即 设 
g(0)=0, Dg(0)=0, detA<0. 
通过 非 异 线性 变换 ,可 把 系统 (1. 1) 化 为 


之 一 人 zr 二 +r(r,y), 
. (1.2) 
y= At yt s(xr,y). 


系统 (1. 2) 的 线性 化 系统 显然 有 两 条 不 变 流 形 z=0 及 y=0, 它 们 
由 奇 点 O(0,0) 两 条 进入 O 的 轨 线 和 两 条 离开 O 的 轨 线 组 成 . 
我 们 来 证 明 ,对 于 非 线性 系统 (1. 1) ,这 些 不 变 流 形 仍然 存在 . 
定理 1. 1( 鞍 点 不 变 流 形 的 存在 性 ) 设 在 系统 (1. 1): 
着 =AX+g(X), XER’, g€EC', r 之 1 
中 g(0)=0,Dg(0)=0,det4<<0, 则 系统 (1.1) 存 在 两 条 当 1- 
十 co 时 进入 O 的 不 变 流 形 , 称 为 鞍点 O 的 稳定 流 形 ,及 两 条 当 1 一 
一 co 时 进入 O 的 不 变 流 形 , 称 为 鞍点 O 的 不 稳定 流 形 ,它们 分 别 
在 O 点 与 系统 (1. 1) 的 线性 化 系统 六 一 4X 的 两 条 不 变 直线 相 
切 . 
证 明 设 已 用 非 异 线性 变换 把 系统 (1. 1) 化 为 系统 (1. 2), 则 
由 条 件 g(0)=0,Dg(0)=0 知 , 当 z,y>0 时 ， 
r=o(|XI|), s=oClXI), IXl = vr+y. 
1:3) 
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现在 考虑 由 直线 y=r,y== 一 + 及 x 二 le 之 0) 构 成 的 三 角形 
O4B, 其 三 条 边 4B,OB,O4 上 的 内 法 向 分 别 为 n= (一 1,0)， 
nz 二 (1, 一 1) 及 nn 二 (1,1)( 图 10. 1), 由 计算 可 得 


nm“ fCX)|xeas =— A e—r(e,0) = elt+ 


Gd y 


了 


a 6 © 二 pT r(z,T) 2] 


Eo 并 
0 0 z| Pm 人 :2]. 


由 式 (1. 3) 知 ,只 要 充分 小 ,就 可 使 
m* f(X)|xens > 0, ns* ff(X)|xeos < 0, 
n3* f(X)|xeoa < 0, 
因此 系统 (1. 2) 的 轨 线 从 4B 边 进 入 OAB, 而 从 O4 边 及 OB 边 离 
开 O4B( 图 10. 2). 


A A 
图 10.1 图 10.2 


现在 把 线段 4B 上 点 的 纵 坐标 分 成 两 类 : 

1 = {y|X = (e,y) € 4B, q(t,X) 从 OB 边 穿 出 人 04B)， 

1 = {y|X = (e,y) € 4B, qlt,X) 从 OA4 边 穿 出 人 04B}， 
其 中 rt, 和 X) 表 示 系 统 (1. 2) 的 在 :一 0 时 通过 XX 点 的 解 .集合 1 和 
I 显然 是 非 空 的 (例如 ,对 接近 的 y 有 yE€ 1 ,而 对 接近 一 的 > 
有 y€ 1). 又 由 解 对 初 值 的 连续 性 , 易 证 ! 和 工 都 是 开 集 . 任 取 
yyE1,yE1, 显 然 有 
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从 


因此 有 
4 一 sup12) < inf {y} =%, 

即 区 间 [a,6] 非 空 (也 可 能 退缩 为 - -点 ). 设 cE[a,b], 则 c 既 不 属 
于 I 也 不 属于 工 ,否则 与 I 、 工 是 开 集 ,及 ac. 是 上 、 下 确 界 矛 盾 . 
现在 设 M= (sc), 由 于 cEI,cEI, 因 此 ?pt,M) 既 不 能 从 O4 
边 也 不 能 从 0B 边 离开 AO4B ,而 只 能 从 M 点 进入 此 三 角形 之 后 
就 一 直 停 留 在 它 里 面 . 而 和 人 OA4B 中 只 有 唯一 的 极限 集 , 即 奇 点 O. 
故 必 有 当 上 十 cc 时 ql(1,M) 一 0, 即 系统 (1.2) 存 在 一 条 当 :一 十 co 
时 进入 O 的 不 变 流 形 s;. 

现在 用 直线 y=x,y= 一 fT,I=e,r= 一 ey=Eyy e 把 0 
的 正方 形 邻 域 划分 成 四 个 三 角形 04B,0BB,,0B,A1,0414, 则 
用 与 上 面 同 样 的 方法 可 以 证 明 在 AO4,B, 中 也 存在 一 条 当 上 一 
十 co 时 进入 O 的 不 变 流 形 si ,而 在 AOB,B 及 AO4,4 中 , 则 分 别 
存在 一 条 当 上 -> 一 co 时 进入 O 的 不 变 流 形 s 及 ss (图 10. 3). 

不 变 流 形 s+ 本身 是 系统 (1. 2) 的 轨 线 ,具有 与 r,s 相同 的 光 
滑 性 . 任 取 点 XEst , 设 


k(X) = dy 


dr’ 
4 表示 在 O 点 处 的 斜率 , 则 有 
2 


+ 
本 业 - A y+s(X) 


~ dr Azr+t+r(X) PE sy 


在 上 式 中 令 XX 一 0, 并 注意 kX) 一 k, 沁 一 k, 及 式 (1. 3) ,就 得 到 


人 + 
一 元 4 
由 于 人 <0< + , 故 4 一 0. 因 此 系统 (1. 2) 的 不 变 流 形 s 在 O 点 
和 其 线性 化 系统 的 不 变 直线 y=0 相 切 . 同 理 , 可 证 sz 在 O 点 和 
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y=0 相 切 ,而 si .sz 在 O 点 与 系统 (1.2) 的 线性 化 系统 的 另 一 条 
不 变 直线 x=0 相 切 . 用 线性 变换 再 把 系统 (1. 2) 化 为 (1. 1) 就 可 对 
系统 (1. 1) 得 到 相应 的 结论 . 

上 面 已 证 鞍点 存在 与 之 相连 的 不 变 流 形 , 但 这 并 不 是 鞍点 的 
特性 ,因为 结 点 也 具有 这 一 性 质 . 鞍点 的 特性 在 于 它 具 有 孤立 的 不 
变 流 形 , 而 与 结 点 相连 的 不 变 流 形 却 是 稠密 的 . 为 证 明 鞍 点 的 这 一 
性 质 , 首 先 证 明 

引 理 1.1 设 > 是 系统 (1.2) 的 在 AO4B 中 进入 O 的 不 变 流 
形 , 则 y 可 表示 成 显 函 数 y : > 一 y(z). 

证 明 由 
zy) 

> 


站 二 z| 二 
及 式 (1.3) 知 ,只 要 充分 小 ,在 AO4B 中 就 有 过 0, 因 此 在 7 的 
参数 方程 zx=z(i),y=y() 中 ,z() 是 上 的 单调 函数 . 如果 y(z) 不 
能 表 为 z(t) 的 显 函数 , 则 必 存 在 某 一 个 x, 使 它 对 应 于 至 少 两 个 y 
值 , 设 为 y(t1) ,y(t2). 由 于 yb41),y(t;) 对 应 的 工 值 相同 ,因此 zt) 
二 z(t2) ,而 车 tz, 这 与 x(1) 的 单调 性 矛盾 , 故 7 可 表 为 显 函 数 ?一 
y(7). 
引 理 1.2 设 X) :y=y(z) 和 7,: y=yo(z) 是 人 O04B 中 系统 
(1.2) 的 进入 O 的 不 变 流 形 , 则 z(z)==y(z) 一 yo(7z), 当 zx0 时 
是 x 的 恒 正 或 恒 负 的 函数 , 且 满 足 微分 方程 


由 一 三 (一 1 十 R(z))， (1.4) 


开工 
其 中 
A= 一 行 >0， 当 一 0 时 RCz) 一 0 
证 明 由 微分 方程 解 的 唯一 性 和 O 是 AO4B 中 唯一 的 奇 
点 , 即 可 知 曲线 y=y1(z) 和 y= 二 ylz) 只 在 O 点 相交 ,而 在 z 关 0 
时 ,y=yw(zr) 便 在 y=y(z) 之 上 或 之 下 ,这 就 表示 当 x 六 0 时， 
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z(z) 恒 正 或 恒 负 . 
设 ri(r)=rCryy(r)), ss(r)=s(r,y (rT)), 由 中 值 定理 和 
六 ,3 对 rvy 的 连续 性 易 证 
nrn=az, 4—s= bz, (5 
其 中 当 x 习 0 时 ,a=a(r)->0,6=b(r) 一 0. 又 在 人 04B 内 部 , 显 


人 过 年 |< (1.6) 
六 | 
因此 有 
dz(x) dyi(x) dy2(x) 之 
dr dr dr zr 4+R), 
其 中 
+ 并 + 全 js 一 x | 妾 ] 一 主 ja+* [ 吾 ] 
R(x)= 了 工 
-十 五 | = 了 上 衬 
(+ 中 [+ 下 
二 
(CA )2 
由 于 当 z 一 0 时 ， 
a ra Ba 
0 
a>0, b>0, 全 一 0， 芋 一 0 
因此 有 当 z 一 0 时 RCz) 一 0. 
定理 1.2( 非 退化 鞍点 不 变 流 形 的 孤立 性 ) 设 在 系统 (1. 1) 
中 有 


g(O0)=0, Dg(0)=0, detA<=0, 
则 鞍点 O 的 4 条 不 变 流 形 都 是 孤立 的 , 即 它们 是 系统 (1. 1) 的 线 
性 系统 不 变 流 形 邻 域 中 唯一 的 系统 (1. 1) 的 不 变 流 形 . 
证 明 ” 设 已 用 非 异 线性 变换 把 系统 (1. 1) 化 为 系统 (1. 2). 由 
条 件 知 , 引 理 1. 1 和 引 理 1. 2 成 立 . 
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设 和 OAB 中 存在 系统 (1. 2) 的 两 条 不 同 的 进入 鞍点 O 的 不 

变 流 形 7,.7,, 则 由 引 理 1. 1 和 引 理 1. 2 知 ,7,,7, 可 表 为 显 函 数 
Y:y=y(r) 及 7,: y= y,(7), 
且 对 xz>0, z(z) 一 Cr) 一 Cr)>0, 满 足 
ED = 三 (一 4+ R)， 

其 中 4>0, 当 rt 一 0 时 R 一 0. 

现在 选取 z。, 使 得 当 0 二 zzxo 时 |RI<4/2, 并 从 到 zo 对 
上 式 积分 , 则 得 到 


0 2 二 Adv [ro 上 
z 一 冯 了 > sz 让 > zzo| 3 


因此 当 rz 一 0 时 ,z(z)- 十 co, 这 与 zx(z) 一 0 矛盾 .由 此 人 A4OB 中 
不 可 能 存在 两 条 进入 O 的 不 变 流 形 , 即 这 种 不 变 流 形 是 唯一 的 . 
同 理 可 证 ,在 其 余 三 个 三 角形 中 也 各 只 存在 一 条 不 变 流 形 . 用 线性 
变换 把 系统 (1. 2) 化 为 系统 (1. 1) 即 知 ,可 把 鞍点 O 的 邻 域 划分 为 
4 个 区 域 ,使 得 每 个 区 域 中 只 存在 系统 (1. 1) 的 一 条 不 变 流 形 . 

定理 证 完 . 

下 面 考察 与 鞍点 的 不 变 流 形 有 关 的 一 些 度量 关系 . 

设 


k 
2 


la 6 
A=|° E (1.7) 


cd 

s',s- 是 鞍点 O 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 .s+ ,s 在 O 点 的 斜率 分 
别 为 * ,&-. 又 设 e*+,e -分别 是 s+，s- 在 O 点 的 单位 切 向 量 ,其 方 
向 由 下 式 确定 


e .0O 太 > 0， (1.8) 
其 中 “x ”代表 “十 ”或 “一 ”号 ,而 M 是 s" 上 0O 点 近 旁 的 一 点 . 又 设 
-<0o<H 
是 4 的 特征 值 , 则 我 们 有 


引 理 1.3 Ae!'=Ae!', Ae =Ate . 
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证 明 设 是 s* 在 O 点 的 切线 , 则 si 的 斜率 就 是 &", 生 $s 
是 系统 总 一 4X 的 不 变 流 形 (定理 1.1, 定 理 1.2). 任 取 XEsi， 
于 s 是 直线 , 故 :i 在 XX 处 的 切 向 量 4X 平行 于 向 量 OX , 故 有 

Ae'/e', 
即 存在 非 零 实数 ya,p, 使 Ae' =jne*，Ae-=jwe .这 表明 e "就 
是 4 的 特征 向 量 , 而 上 mw 和 jp 就 是 4 的 特征 值 . 由 式 (1. 8) 知 ,Ae! 
与 e+ 反 向 ,Ae 与 e 同 向 , 故 
=A4， po = At. 
引 理 1.4 “满足 方程 
pz 十 (aa 一 Gd)k 一 c 一 0. 


由 


证 明 我 们 有 
1， oclXI) 
gy _ etaytolxl) +d)+ Zz 
dr ar+by++o(llX|) +6(2¥)+ 2 
I I 
(1.9) 


让 M(z,y) 沿 着 轨 线 ;* 趋 于 O 点 , 则 Zz,y(z) 满 足 上 式 ,再 注意 当 
zx 了 0 时 


Fok, YY 
工 k's dz 
故 在 式 (1. 9) 中 令 x 一 0 即 得 

_c+ak* 


ee 


因此 人 "满足 方程 
bh?+ (a— dk—e=0. 
引 理 1.5 a+bk+==d 一 bk-=4-， a+bk- 二 d 一 bk+ 二 At. 
证 明 向 量 (1,k*)' 是 s* 在 O 点 的 切 向 量 ,由 引 理 1.3 知 ， 
它 是 4 的 特征 向 量 . 又 (1,k" )7 和 e" 的 方向 相同 , 故 有 


人 
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因而 有 


a bk = 4. (1.10) 
再 由 引 理 1.4 及 根 与 系数 的 关系 得 
PS ek 
tn i (1.11) 
由 式 (1. 10) 和 (1. 11) 即 得 
at+bk*" =d— bk * =A". 


$2 同 宿 环 . 异 宿 环 与 后 继 函 数 


同一 个 鞍点 O 的 稳定 流 形 * 和 不 稳定 流 形 * 有 时 可 以 重合 ， 
这 时 这 一 重合 的 轨 线 5S" 就 形成 了 一 种 特殊 的 轨 线 ( 见 图 10. 4)， 
称 为 鞍点 分 界线 环 或 者 同 宿 环 或 同 宿 轨 线 . 如 果 PP 是 SW 上 一 点 ， 
Kt,P) 是 1=0 时 系统 过 点 的 轨 线 ,那么 同 宿 轨 线 的 特征 是 
当 1 一 十 品 时 9Y1,p) 一 0; 当 t 一 一 品 时 91,p) 一 0. 
(2.1) 


图 10.4 各 种 同 宿 轨 线 


一 个 鞍点 0, 的 不 稳定 流 形 s;， 有 时 可 以 和 另 一 个 鞍点 O: 的 
稳定 流 形 重合 ,这 时 这 一 重合 的 轨 线 sz 就 形成 了 另 一 种 特殊 轨 
线 , 称 为 鞍点 连 线 或 异 宿 轨 线 . 若干 条 异 宿 轨 线 可 形成 一 个 环 , 称 
为 异 宿 环 . 按 环 上 鞍点 的 个 数 ,可 记 为 S$”,S”,… 等 等 ( 见 图 
10. 5). 如 果 p 是 异 宿 轨 线 si 上 一 点 ,Kz,p) 是 系统 当 t=0 时 通过 
p 点 的 轨 线 ,那么 异 宿 轨 线 的 特征 是 
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当 上 一 十 ce 时 wtp) 一 0 当 : 一 一 co 时 itz) 一 0 
(2.2) 
同 宿 环 和 蜡 宿 环 又 统称 为 奇 环 或 奇 闭 轨 线 . 


图 10.5 异 宿 轨 线 和 异 宿 环 


对 于 同 ( 异 ) 宿 环 ,首先 要 研究 的 问题 是 它 的 内 侧 稳定 性 , 即 它 
内 侧 邻 近 的 轨 线 是 趋 近 于 它 还 是 远离 于 它 的 问题 . 为 此 我 们 先 要 
研究 变 分 方程 和 后 继 函数 的 性 质 . 

设 

着 =f(X), XER,fEC,r>1 (2. 3) 

定义 了 一 个 动力 系统 ,p(1,p) 是 系统 (2. 3) 的 在 1 二 0 时 过 pER* 
的 轨 线 .那么 pcz, 轧 就 是 系统 (2.3) 的 流 ,3 是 流 pC1,p) 的 导 算 
子 . 我 们 有 

引 理 2.1 部 fp)=f(glsp)) 

这 个 引 理 是 解 对 初 值 的 可 微 性 的 一 种 表述 形式 ,在 常 微分 方 
程 的 经 典 教科 书 中 通常 将 它 写 为 pt,p) 的 导数 公式 . 

引 理 2. 2 qkt,p) 满 足 变 分 方程 


99_ 99 
Be Bp /2) 
证 明 我 们 有 
名 = f(9(t,p)) = 部 fp) 


9lt,p) 定 义 了 R">R" 的 一 个 算 子 , 称 为 流 算 子 , 它 把 PE R" 
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变 到 p= 二 gt,p), 而 详 是 流 算 子 pt,p) 的 导 算 子 , 它 把 p 点 处 的 
切 向 量 f(p) 变 到 请 点 处 的 切 向 量 fCp,) (图 10. 6). 


rp) 


pER' PER 


ar 


/py ET fipyel, 


tb) 
图 10.6 流 算 子 和 导 算 子 的 几何 意义 及 作用 


把 轨 线 g(t,p),0<t<i 看 成 R" 中 的 曲线 , 则 我 们 可 定义 p 
点 及 记 点 处 的 切 空间 Ts 及 T,. 由 此 又 可 定义 T* 一 Tw 的 线性 映 
射 4: f(p) 习 f(p1), 引 理 2.1 表明 ,4 恰好 就 是 导 算 子 . 流 算 子 


Yt,p) 作 用 在 R 上 ,而 流 的 导 算 子 癌 作用 在 切 空间 T。 上 ,它们 
的 作用 可 用 图 10. 6(b) 中 的 图 表 说 明 . 
引 理 2.3 设 4=AQ() 是 1 的 矩阵 函数 , 即 其 元 素 都 是 :的 函 
数 , 则 
证 (detA) = Tr(A: 将 | ， 


其 中 4"* 是 4 的 伴随 矩阵 (习题 85). 
引 理 2.4 设 X() 是 上 的 矩阵 函数 ,满足 方程 
dX 
dt 
则 detX) =TrAdetX (习题 86). 


= AX. 


引 理 2.5 “= 部 满足 变 分 方程 
GGsp)), (Daf (pesp) yu, 
u(0)=I1. 


证 明 由 解 对 初 值 的 可 微 性 及 交换 对 上 求 导 和 对 p 求 导 的 顺 
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序 即 得 满足 引 理 中 的 方程 ;再 由 9K0,p) 二 p 两 边 对 p 求 导 即 得 
u(0)=1. 


引 理 2.6 det| 吏治 | sj 


证 明 由 引 理 2.4 和 引 理 2.5 即 得 . 

现 设 7 是 (2.3) 的 一 条 轨 线 ,l,l, 是 7 的 两 条 无 切线 段 ,n,n。 
是 4,l; 的 单位 方向 向 量 ,Y 与 44,4; 分 别 交 于 Ni,N; 点 .在 L 上 取 
定 一 点 Mi, 上 取 定 一 点 Ms 后 , 则 Ni,Ns 可 表示 为 

N= M+un, N,= M,+ vu)n,. (2. 4) 

定义 1 函数 v=v(u) 称 为 系统 (2. 3) 的 轨 线 7 从 Ni 点 到 NN; 
点 的 对 应 函数 或 传递 函数 . 如 果 y 盘旋 一 周 后 再 次 与 4 相交 ,并 
且 1 与 4 重合 ,这 时 我 们 称 函数 v=v《u) 为 7 的 后 继 函 数 ( 见 图 
10. 7). 


Bf(9 (tp)) 
和 


图 10.7 对 应 晒 数 (传递 西数 ) 与 后 继 函 数 的 意义 


下 面 导 出 对 应 函数 与 后 继 函 数 的 导数 公式 . 
引 理 2.7 设 
A = det| 2 p42) 


| ， 


A: 一 det| B22) 9 了 2 
则 当 v=v(w) 表 示 对 应 A 


eye 2 Ta ai 
其 中 上 表示 轨 线 > 从 Ni 点 到 N: 点 所 用 的 时 间 . 
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当 v==v(w) 表 示 后 继 函 数 时 ， 
v'(u) = 机 Ta 


这 时 表示 7 从 4 出 发 ,盘旋 一 周 后 再 次 与 /1 相交 所 用 的 时 间 
(回复 时 间 ). 
证 明 由 Ni,Ni,r 的 意义 知 
HTNI) = 9(r(u), NI) = N,, 
由 式 (2.4) 得 
HT, M+ un) = M, + vn,. 
在 此 等 式 两 边 对 wu 求 导 即 得 


名 + 十 n = vns. 


将 (r' ,六 看 成 未 知 向 量 ,| 38 ,一 | 看 成 系数 矩阵 ,由 此 可 将 上 
述 等 式 写成 一 个 线性 方程 组 ， 

茶 -q 们 -- 吉 。 
由 解 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 知 , =D,./D, 其 中 


D= det | 一 maz| 一 一 det| en 一 一 A， 


一 一 det| 器 ] (Ce,m) (注意 : 式 中 的 性 即 为 Vi) 


det| 到 | 芭 相 | Adet| so 
因此 ,由 引 理 2. 6 即 得 


pe By (4.8)) 
站 忆 Ar 
D 


A, 


当 v=v(wu) 表 示 后 继 函 数 时 ,l, 与 4 重合 ,A, 一 A:, 因 此 这 时 
ree 
ve EB 
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引 理 2. 7 中 的 公式 含有 轨 线 的 方程 ,因此 一 般 无 法 算出 . 但 有 
些 特殊 的 轨 线 有 时 可 以 写 出 其 解 . 下 面 考 虑 用 特殊 轨 线 的 方程 求 
出 它 邻 近 轨 线 的 后 继 函数 的 近似 表示 式 . 

引 理 2.8 设 系统 (2.3) 的 轨 线 7 的 参数 方程 为 X=9。(1)， 
Mi,M, 是 7Y。 上 两 点 ,Li'ls 是 沿 Mi ,AM: 的 法 向 量 方向 所 取 的 无 切 
线段 ,7 是 y 邻近 的 一 条 轨 线 ,与 44 分 别 交 于 Ni,N: 点 ,一 
MiNi,v=MoN,. 则 


=e"+a, 
u 12 
其 中 
po FM 
* TAM) 


1 ra) 
每 


(ttz 是 Mi,M: 所 对 应 的 时 刻 ); 
a 一 0， 当 xz 一 0 时 . 
证 明 如 图 10.8 所 示 . 


dt fr au Pea 


XeY, 


人 


图 10.8 ”特殊 轨 线 ye 近 汶 的 对 应 函数 


设 ,ns 表示 Mi,M, 点 处 的 单位 法 向 量 ,nt ,ni 表示 与 myma 
正 交 , 且 长 度 与 n,n 相等 的 向 量 . 则 


到 f(M') Ny fM,) 
™ TAMIT’ ?TAM)T 
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= detl 名 ,| 区 det| ,| 十 wa 

= det(f (MO) mn) 十 wm 一 FM nt ta =|f M+ a. 
同 理 可 证 A:= ‖/(M;) | 十 az. 因而 由 引 理 2. 7 得 
| 7Ca 1 十 wm el Te 


v= TAMIT Ta 
NAM) | + a ls, 
fCM.) | + a 
一 二- ee 十 at. 


12 


由 解 对 初 值 的 连续 性 知 , 当 wu->0 时 ,Ni 一 Mi,N: 一 M:. 因 此 有 
“一 0G=12,3,0，v(0) =0，v(0) 一 天 er 


故 
2 = vw(0) +a= eta, a 一 0, 当 wu 一 0 时 . 
u El 


下 面 导出 经 过 轨 线 上 同一 点 具有 不 同方 向 的 两 条 无 切线 段 之 
间 的 无 切 弧 参 数 的 对 应 关系 . 

引 理 2.9 设 2,7 是 都 过 M。 点 的 轨 线 7 的 两 条 无 切线 段 ,n， 
元 是 1,1 的 单位 方向 向 量 ,no 是 任意 单位 向 量 ,7 与 2,7 交 于 N,N 
点 ,MoN=u,M。N =z. 则 


x|sl 


no 
〈1 十 a)， 
no 


习题 87). 


一 


其 中 当 x~>0 时 ，a->0 


$3 同 ( 异 ) 宿 环 的 稳定 性 


下 面 的 定理 是 研究 同 ( 异 ) 宿 环 .极限 环 稳定 性 的 一 个 重要 依 
据 . 
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定理 3.1 设 工 表示 六 = /X) 的 一 个 极限 环 或 同 宿 环 或 异 
宿 环 ,7 是 工 内侧 距 离 也 充分 近 的 一 条 轨 线 ,因此 7 从 工 的 一 条 
无 切线 段 ! 出 发 并 经 过 时 间 r 后 将 再 次 与 ! 相交 .p 是 Y 上 任意 一 
点 ,Yt,p) 是 系统 (2.3)( 见 267 页 ) 的 在 1=0 时 经 过 zp 点 的 解 ( 因 
此 ght,p) 就 是 7 的 参数 方程 ) : 


107) = [zr 3020dr. 


则 当 7(Y)<0( 或 >0) 时 ,L 是 内 侧 稳定 的 (或 不 稳定 ) 的 . 

证 明 在 L 上 任意 取 一 点 M, 设 /是 过 M 点 的 无 切线 段 , 其 
方向 指向 了 内 部 ,从 ! 上 N, 点 出 发 ,经 过 时 间 z 后 再 次 与 ! 交 于 
N: 点. 设 MN1=u,MN; 二 v, 则 显然 ， 


当世 < 之 1 (或 > 1D 时 , 工 是 内 侧 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 


由 解 对 初 值 的 光滑 性 知 , 后 继 函 数 v=v(x) 是 x 的 光滑 函数 (光滑 
性 与 式 (2. 3) 右 端 函 数 f(X) 相 同 ). 因此 由 引 理 2. 7 及 带 Peano 
余 项 的 泰 劳 公式 得 
v=vV(uwut+a=e ut+a, 

其 中 是 zx 的 高 阶 无 穷 小 . 故 若 1(7) 二 0( 或 >>0), 则 当 w 充分 小 
时 有 wv/u<1( 或 >1). 这 就 证 明了 定理 . 

如 果 工 是 一 个 周期 为 了 的 极限 环 矿 ,那么 当 w=0 时 ,积分 
I(7) 就 变 成 T 的 特征 指数 


9f (g(t)) 
T -fT fg 
TD = | Tr 


(1(T) 与 特征 指数 7。 差 一 个 常数 倍 T,go(z) 是 本 的 参数 方程 ) ,由 
解 对 初 值 的 连续 性 知 , 当 wu->0 时 1(7) 一 1(T). 因 此 由 定理 3. 1 再 
次 得 出 第 三 章 8$ 3 中 判断 极限 环 稳定 性 的 定理 . 但 是 当世 表示 一 
个 同 宿 环 时 ,如 果 “一 0, 则 积分 1(7) 形 式 上 将 变 成 一 个 无 穷 积分 


3f (9.2)) 
三 rr Gd 


(这 时 po(?) 表 示 同 宿 环 的 参数 方程 ). 这 就 产生 一 些 新 问题 ,例如 
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此 无 穷 积分 是 否 收敛? 如果 收敛 , 当 wu->0 时 ,积分 1(7) 是 否 趋 于 
它 ? 至 于 当世 表示 一 个 异 宿 环 时 ,TY) 将 有 什么 变化 就 更 不 清楚 
了 . 虽然 如 此 ,通过 与 极限 环 的 类 比 ,我 们 有 理由 猜想 ,上 述 无 穷 积 
分 的 符号 应 当 能 决定 同 宿 环 的 稳定 性 . 下 面 将 证 明 这 一 猜想 是 正 
确 的 . 以 下 分 粗 ( 临 界 ) 情 况 的 同 ( 异 ) 宿 环 4 种 情形 来 讨论 同 ( 异 ) 
宿 环 的 稳定 性 . 


1. 粗 鞍 点 同 宿 环 的 稳定 性 


设 原点 O(0,0) 是 总 =./CX) 的 非 退化 鞍点 ,O 有 一 个 与 它 相 
连 的 同 宿 环 S". 令 


oo= Tr 35 到 ed 
本 小 节 假 定 cx 0, 这 时 O 称 为 一 个 粗 鞍 点 ,而 3 称 为 粗 鞍 点 同 


宿 环 . 
讨论 粗 鞍 点 同 宿 环 的 稳定 性 ,要 用 到 鞍点 的 下 述 性 质 : 
引 理 3.1 设 O 是 这 =f(X) 的 非 退 化 鞍点 ,s+,s- 分 别 是 O 
的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ,4 是 过 s+ 上 Mi 点 的 无 切 弧 ,ls 是 过 5 
上 AM; 点 的 无 切 弧 ,NiEA,MN=x,7y 是 式 (2.3) 的 t=0 时 过 Ni 
点 的 轨 线 ,经 过 时 间 + 后 交 1; 于 N: 点 . 则 
tT 六 十 co， 当 u 悦 0 时 ( 见 图 10. 9). 
证 明 首先 可 用 非 异 线性 变换 将 
是 =f(X), XER’,fEC',r>1 (3.1) 
化 为 
I= A 工 十 miCzyy)， 
> At y+ ra(r,y). ‘3,2) 
其 中 4 二 0<4t ,risrs 是 工 ,y 的 高 阶 无 穷 小 . 由 本 章 定理 1. 1 知 ， 
系统 (3. 2) 有 两 个 不 变 流 形 
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siiy=9(r) 及 :r=yg(y)， 
JEC HO0)=9 (0)=0, $0)=Y'(0)=0. 
作 变 基 替 换 z+ 一 J(v) 一 +,y 一 p+) 一 y( 此 记号 的 含义 是 令 “一 > 一 
yly) ,v= 二 y 一 p(x) .然后 在 变换 后 所 得 的 系统 中 再 把 u,v 重新 记 
成 +,y), 则 系统 (3. 2) 成 为 


i= A r+ DB(r,y), 
. C3) 
y= A y+ (ry), 
其 中 
= 22 -9 
0,9) = 0 0 or | noo Oylopw-on 
(3.4) 


(习题 88). 显然 ,s' :y==0 及 s”: +=0 是 系统 (3. 3) 的 稳定 流 形 和 
不 稳定 流 形 , 因 而 +=。 是 s* 的 无 切线 段 ,y=p 是 的 无 切线 段 . 
设 Ni(p,w) 是 z=p 上 一 点 ,7 是 系统 (3.3) 的 轨 线 ,在 t=0 时 从 
Ni 出 发 ,经 过 r 时 间 后 交 y=z 于 N(§,6) 点 ,再 经 过 时间 后 交 
y=P 于 Nibv,p) 点 .在 [$,p) 上 7 可 表示 为 y=p1(z), 在 (0,6] 上 7 
可 表示 为 z= 加 (y), 且 当 wu->0 时 91(z)->0,g1(y) 一 0， 
z 一 Ti 十 rz， 

dz 『 dx 

pA r+ Br,gp(r)) 4 一 人 zr— Br,p(r)) 
>[ 一 > 一 人 €, 
其 中 。 是 一 个 充分 小 的 正 数 . 当 e 取 定 后 , 取 p,u 充分 小 ,使 得 

|B(zr,9(7)| <e. 
由 于 当 wu 一 0 时 6->0, 因 此 当 e,p 固定 后 , 当 x~~0 时 m 一 十 co. 同 
理 可 证 , 当 w>0 时 t+ 习 十 oo. 因 此 
rz 一 十 co. 

将 系统 化 为 系统 (3. 1) ,再 由 本 章 引 理 2. 9 即 得 本 引 理 . 

定理 3.2 设 S 是 系统 况 = FJCX),XER:,JecC: 的 与 鞍点 
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Ty 


相连 的 同 宿 环 、 
om = divf(X) ,xo. 
则 当 oo 二 0( 或 汪 >0) 时 , SW 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 


图 10.9 7 在 鞍点 O 的 邻 域 U 内 * 慢 "化 


证 明 如 图 10.9 所 示 . 不 妨 设 % 之 0, 则 由 divf(X) 对 XX 的 
连续 依赖 性 ,存在 O 的 邻 域 品 ,使 得 在 U 中 


divf(X) > Bo (3.5) 


在 U 内 取 两 条 固定 的 无 切 弧 22, 设 > 是 S" 内 侧 充分 接近 3 
的 轨 线 ,从 4 上 Ni 点 出 发 ,与 2 交 于 Ns 点 并 再 次 与 4 交 于 NN， 
点 . 设 与 Ni,N,,N, 点 相应 的 时 刻 分 别 为 ==0,ts 及 二 , 则 


1 J 


= (7) 十 72(7). 
由 引 理 3. 1 及 解 对 初 值 的 连续 性 知 , 当 w->0 时 


ha2+ oo LM—L= [Er P| de, 


其 中 x=MiNi,M, 是 4 与 SW 的 交点 ,M; 是 4 与 SW 的 交点 ;T- 
是 交 于 M: 点 所 对 应 的 时 刻 ,T* 是 交 于 M, 点 所 对 应 的 时 刻 . 又 由 
U 的 特性 知 


dt 
XeE7y 


TD) > out:. 
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因此 当 wx->0 时 
I1(7) -> 十 co 过 0. 
由 定理 3. 1 知 S"' 不 稳定 . 同 理 可 证 , 若 oo<0, 则 SW" 稳定. 


2. 临界 情况 下 同 宿 环 的 稳定 性 


在 这 一 小 节 中 我 们 考虑 oo 二 0, 即 所 谓 临 界 情况 下 同 宿 环 的 稳 
定性 . 由 于 这 时 不 可 避免 地 要 遇 到 无 穷 积分 


2 「 de RO ds 


因此 我 们 首先 讨论 它 的 收敛 性 . 
引 理 3.2 设 So 是 六 = .F(X) 的 与 鞍点 O 相连 的 同 宿 环 ， 


m = divf(X)|x-o, 0 = 三 divf(X) |xeswdt. 


则 当 mo<0(>>0) 时 o= 一 co( 十 co); 当 oo=0 时 一 cc<o<< 十 co. 
证 明 将 无 穷 积分 分 为 三 部 分 , 即 


3 人 二 厂 十 [es (divf(X) |xesw)dt 


一 7 十 7 十 六. 

若 me 闪 0, 则 由 定理 3. 2 的 证 明知 ,三 ,六 都 是 符号 与 me 相同 

的 无 穷 大 ,而 I, 是 有 限 数 ,因此 当 <0(>0) 时 
o = 一 co( 或 + co). 
下 面 设 m=0. 在 鞍点 O 的 小 邻 域 U 中 s+ ,s 可 表示 为 
st s 3y+ 一 AZ 十 orz) 及 5s :y =k r+9 (7), 

其 中 91 ,pg- 连 续 可 微 , 且 当 xz->0 时 是 工 的 高 阶 无 穷 小 (如 果 &+ 或 
*- 不 是 有 限 数 , 则 s! 或 -可 表示 为 y 的 函数 . 可 类 似 证 明 ). 设 
f(X)=(P(zr,y) ,Q(zr,y))', 则 

divf(X)= P, + Q, 

= 0 (Po, + QIr+ (PY, + Q,)y + olp), 
其 中 P,,Q@,,P',,Q, 分 别 表示 PsQ-,P-Q,, 在 O(0,0) 处 的 
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值 ,p= Vz 十 .由 于 


dr 
I P(r,y), 


故 
d= py: 
在 7* 中 作 变 量 替 换 
dt 一 人 ， 
Plr,y) 
则 


ji 
六 = | divroo lesod: 
由 十 (PP 十 Qo)z 十 (Po 十 Qo)y 十 oo) 
dz 
0T+) Paz 十 P%y 十 o(p) 


一 [CPP 十 Qo) 十 对 (Ps, 十 Qy)]r 十 op) 
(T+) (P 十 人 + Py)z + ol(p) 


因此 T+ 是 有 限 的 . 同 理 可 证 三 有 限 . 7 显然 是 有 限 的 , 故 当 co=0 
时 ,积分 o 是 有 限 的 . 

下 面 证 明 o 这 个 量 在 变量 替换 下 是 不 变 的 . 

引 理 3.3 设 系统 名 二 /(X),XER:,fEC' 有 同 宿 环 S， 
非 异 变 量 替换 :Y=h(X) 把 此 系统 化 为 这 二 J(Y), 而 S" 成 
为 3", 即 为 系统 立 二 了 CY) 的 同 宿 环 . 则 

二 三 divf CX) |xeswdt = 三 div F(Y) lyeswdt = 5. 

证 明 设 
fX) = (P(z,y),QGz,y))T， FY) = ( 巨 (wo) ,机 (wso))T， 


芭 _ é(u,v) 
= Ts = 
pr,y) y 7(u,v) 


dz. 


"| 


v 
风 由 
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T.T- 一 T-。T=7( 恒 同 ) 
DxT-!。T(X) = 二 J (为 2X 2 矩阵 )， 


E97 十 Ep TPs Dp 1 0 
6.9, 十 全， 也 8。 十 | 民 | l 
BP =i= 9.i+ 9,3= 9:P + 9Q, 
Q=v= .i+ y= bP +b. 
由 上 面 各 式 可 算出 
div f(Y) = BP,.+Q,.= UP+VQ+divf(X), 


其 中 
U= 9) + (gi) V= (9 t+ (py), 
故 
V.—U,=0. 
又 
(uv) ES > (HAT WT) ES > (rz YES 
故 由 Green 公式 知 


hs UP + VA $Vdr + Vdy) 
5 5 
= | — vdzdy=0, 
n 


其 中 0 是 由 S" 所 围 成 的 区 域 ,而 
5= hdiv/ CY)d 
3 


中 (UP + VQ)d: 十 $ divf(X)dt 


中 wdivf(X)di = a. 
5 


(由 于 5S",5" 在 鞍点 处 不 光滑 , 故 在 应 用 Green 公式 时 , 需 用 光 
279 


滑 闭 曲线 去 通 近 它们 ,从 而 对 它们 仍 可 应 用 Green 公式 参见 参考 
文献 [17]. ) 

在 引 理 3. 1 的 证 明 中 ,我 们 已 经 看 到 ,系统 (3. 1) 的 鞍点 的 不 
变 流 形 可 以 通过 一 个 光滑 的 非 异 变换 被 拉 直 . 事实 上 ,我 们 可 以 证 
明 下 面 的 更 强 的 结果 : 

定理 3.3( 二 维 C!-Hartman 定理 ) 设 0(0,0) 是 系统 

着 =f(X), XER’,fEC! 

的 非 退化 鞍点 ( 即 det4 二 0,4 二 Dxf(X)|x-o), 则 存在 O 点 邻 域 


中 的 C' 变量 替换 
T :Y=h(X), 


使 得 系统 总 二 A(X) 化 为 系统 二 AY. 
此 定理 的 证 明 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 参考 文献 [31]. 
有 了 以 上 的 准备 工作 ,就 可 以 证 明 这 一 小 节 的 主要 结果 . 
定理 3.4 设 系统 钙 二 /(X),XER,fEC' 存在 与 鞍点 O 相 
连 的 同 宿 环 S"， 


2 三 divf CX) Ixeswdz, 


则 当 o<0( 或 >0) 时 , 5 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 
证 明 由 定理 3.3 知 ,存在 鞍点 O 的 球形 邻 域 G=BC0,7) 中 
的 C' 变量 替换 T,, 使 得 7, 把 系统 总 = 二 A(X) 化 为 其 在 鞍点 O 的 
线性 化 系统 了 =AY. 现 定义 下 面 的 
Ti XEG= B(0,r), 
T= [mes X € B(0,2\G, 
非 异 线性 ， XX € R*\B(0,2r); 
并 设 了 把 系统 总 一 7(X) 化 为 系统 立 = 产 (>), 把 系统 总 一 A(CX) 
的 同 宿 环 化 为 系统 立 = 产 (Y) 的 同 宿 环 830 ,把 区 域 G 变 为 区 域 . 
则 由 工 的 定义 可 知 ,在 区 域 G 内 ,S" 的 稳定 流 形 革 和 不 稳定 流 
形 了 分 别 和 坐标 轴 v=0 和 w=0 重合 , 且 
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div f(Y) = TrA = oo = 0. 


图 10.10 系统 = 了 (Y) 的 同 宿 环 5% 


如 图 10. 10 所 示 , 在 5" 内 部 作 以 O 为 端点 的 射线 人 及 直线 二 p， 
= 一 p, 是 过 3 上 4。 点 的 无 切线 段 ,5" 内 侧 从 点 A1El 出 发 的 轨 
线 7 依 次 与 直线 u=p,L ,v=p 相交 于 Ni,4,N;: 点 并 再 次 交 l 于 
4: 点 , 设 y 从 4; 出 发 又 绕 回 /的 时 间 为 +. 取 p 充分 小 ,使 得 由 直 
线 u=0,u=p,v=0,v=p 所 构成 的 正方 形 完全 位 于 区 域 忆 中 . 设 


oA1)= [a FY) yer dt 


(Ja tla tia + 
Py de eg A 
a= [divf OY) lveswdt 


2 (fa + js | 
一 刀 ) 十 刀 十 六 十 7 


由 于 在 区 内 div f(Y) 三 0, 故 
1,= 1,=1,=1,= 0. 
而 由 解 对 初 值 的 连续 性 知 , 当 41 一 4。 时， 


div fF (Y) |yer dt 


divf(Y) |resvdt 
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Ti=>h, 7 一 
因此 由 引 理 3. 3 知 , 当 A 一 A 时， 
oA1)=1(7)—>5= 0a. 
再 由 定理 3. 1 即 得 本 定理 . 


3. 粗 情况 下 异 宿 环 的 稳定 性 


设 O 是 系统 义 =f(X),XER,fEC' 的 鞍点 ,4 二 0 二 4+ 是 

系统 在 鞍点 O 的 特征 值 ， 
om = TrDxf(X)|x-o, 4A=— A /At. 

则 由 于 = 十 4 , 故 易于 证 明 : 

引 理 3.4 ce<0(=0,>0) 的 充分 必要 条 件 为 人 >1(=1， 
<1). 

因此 定理 3. 2 又 可 叙述 为 : 

定理 3.2” 设 Sm" 是 系统 证 =f(X),XER',fEC' 的 与 鞍点 
O 相连 的 同 宿 环 ,A- 二 0<X+ 是 系统 在 O 点 的 特征 值 ， 

A= 一 4A- /A+. 

则 当 4 二 1( 或 过 1) 时 ,5S 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 

以 这 种 形式 表述 的 定理 3. 2' 可 以 被 推广 到 ( 粗 情况 下 的 ) 异 
宿 环 上 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 3.5 设 S" 是 系统 总 =JCX),XER2,FEC: 的 由 O 
…,0, 及 异 宿 轨 线 ss,… ,sm 组 成 的 异 宿 环 ,D:f(X) 在 0; 处 的 特 
征 值 为 

0A， 一 /hh 

则 当 4?>1( 或 过 1) 时 ,SH 是 稳定 (或 不 稳定 ) 的 . 

证 明 由 引 理 3. 1 的 证 明知 ,对 每 一 个 i, 存在 变量 替换 T,， 
且 了 在 O, 的 邻 域 G, 中 将 系统 化 为 


do __ vt.(u,v) 
dz Mlut Blu,v))" 
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再 由 定理 3. 4 的 证 明知 ,存在 R? 一 R? 的 变量 替换 了 ,使 得 7 把 
Sm 变 为 SG 变 为 到 ,而 x=0,0 雪 过 1 局 部 与 式 一 5_ 重合 ， 
0u 芝 1, v=0 局 部 与 下 =sii1 重合 ,函数 $B;,W; 在 正方 形 0 声 
u 达 1, 0 委 v 委 1 中 连续 可 微 ， 

$B (0,v0) = YW,(u,0) 三 0， 
且 Bi,W; 是 u,v 的 高 阶 无 穷 小 ( 见 图 10. 11). 


图 10.11 在 7(S") 邻 域 中 的 局 部 坐标 


当 Vw 十 ww>0 时 ,可 使 得 对 局 部 坐标 系 成 立 : 
1 十 于 全 
和 


1+ SE 
因此 方程 的 过 第 i 个 局 部 坐标 系 中 (1,u), (vi,1) 点 的 积分 线 将 满 
足 
Wi 一 Qt —é6<E<e. 

又 由 对 应 函数 的 性 质 知 ,w+ 是 ww 的 连续 可 微 函 数 , 即 

ui 一 gw)，8(C0) =0, (0)=hk #0, 
或 

zi 一 Au[l 十 wo)]， 当 二 0 时 ,ai 一 0. 

设 3" 内 侧 离 它 充分 近 的 轨 线 7 从 (1,zi) 点 出 发 绕 一 周 后 再 
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次 交 直 线段 “=1 于 (1,U) 点 , 且 
U = VCu。) 一 人 ov[] 十 as(Co)]. 
则 反复 运用 上 述 各 式 即 得 
Uv = uh TI + ej Th + 0). 

由 此 即 得 , 若 >1, 则 当 zw>0 时 U<u,S" 稳 定 ;车 4<1, 则 
当 wuw0 时 U>u, 因 而 S$ 不 稳定 . 

4=1 的 情况 称 为 临界 情况 ,这 时 异 宿 环 的 稳定 性 将 在 下 一 小 
节 研 究 . 


4. 临界 情况 下 异 宿 环 的 稳定 性 


在 前 面 2. 和 3. 小 节 中 我 们 使 用 的 主要 方法 是 局 部 线性 化 和 
局 部 坐标 , 即 在 鞍点 的 邻 域 中 利用 线性 化 来 获取 对 应 函数 的 某 些 
度量 信息 ,而 对 其 他 部 分 , 则 仅 需 利用 对 应 函数 是 微分 同 胚 就 够 
了 . 但 是 这 种 办 法 不 能 解决 临界 情况 下 异 宿 环 的 稳定 性 ,因为 这 时 
需要 更 详细 的 了 解 对 应 函数 的 度量 性 质 . 


图 10.12 Sm 上 鞍点 0; 邻 域 中 对 应 晒 数 wsaivov 的 意义 


如 图 10. 12, 设 0,,…,O,. 是 总 =FCXZ)CXER2:,FeCo) 的 鞍 
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点 ,s% 和 si 是 0; 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ， 
St=5 = C=1,2,.,n) 
构成 一 个 异 宿 环 Sm,s 和 si 是 六 =AX(XER,A;=Dxf(0;)) 
的 不 变 流 形 . (根据 定理 1. 1,s ,5 红 实 际 上 就 是 s,s7 在 O; 点 的 切 
线 . ) 设 
MuEsi, MiEsi, MEs, Mr€Es, 
使 得 a A 
OMin = OM = OM = OM;, = Pp; = Cip, 
其 中 C; 是 待定 常数 (在 定理 3. 6 中 将 给 出 ). 太 ,二 ,W, 坟 分 别 是 
过 Min ,Mi ,Mn ,Mi 点 的 直线 段 , 使 得 
NEN si (NN sw 
易 证 当 p 充分 小 时 ,此 ,习习 对 Sm" 及 其 邻近 的 轨 线 都 是 无 切 
的 . 设 7 是 S$" 内 侧 充 分 舍 近 它 的 轨 线 , 当 t=0 时 ,7 从 人 上 Nn 
点 出 发 ,MuNu==w1. 则 易 证 当 wu 充分 小 时 ,7 将 依次 与 La si ss 
六 本 何 相交 于 Nu ,Ni :Na ,N.: 点 并 重新 与 仁 交 于 Ni 点 ， 
设 


MiNn =u, MaNia = vw, MuN = us 
又 设 他, 信 是 过 Ma ,Ms 处 法 线 方向 的 直线 段 . 则 当 p 充分 小 时 ， 
研 , 矿 对 Sm" 及 其 邻近 的 轨 线 都 是 无 切 的 , 当 zw 充分 小 时 ,7 将 依 
次 与 下, 厅 ,…, 末 , 厅 相 交 于 No Ni， No 有 点 并 将 再 次 交 
下 于 玉 点 . 设 

MiNn = MN = 0;, MuN,r,= 7. 
又 设 Nin€E 广 ,MiuNin 二 ui; Xi 是 系统 总 二 AiX 的 在 t=0 时 从 
Na 点 出 发 的 轨 线 ,yz 与 三 相交 于 Nuz 点 ， 

MirsNirz = Vir. 

则 由 解 对 方程 右 端的 连续 性 可 证 下 面 引 理 . 


引 理 3.5 当 p->0 时 ， 
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v/v 一 1. 


引 理 3. 5 中 的 wz 是 线性 系统 总 一 4X 的 鞍点 O, 邻 域 中 的 对 
应 函数 ,由 于 系统 多 二 AX 是 可 积分 出 来 的 . 因此 wz 可 以 确切 地 
计算 出 来 , 即 

引 理 3.6 w=p “wi (习题 89). 

由 引 理 3. 5 和 引 理 3. 6 即 得 

引 理 3.7 v=pl ”as(1 十 ae), 当 p->0 时 ac 一 0. 

设 s% ,5 在 O, 处 的 交角 为 &(2 实际 上 就 是 直线 s1 与 5 的 夹 
角 )， 

NM Ni = 9:(0;), 
则 由 解 对 方程 右 端的 连续 性 易 证 , 当 p 一 0 时 ， 
PP) > 9; = 190° 一 6:1. (3.6) 

因此 由 8 2 中 引 理 2. 9 即 得 

引 理 3.8 元 王 (1 十 wm)xwicosPj， 王 一 (1 十 aa)uwcosPj， 当 CO 一 0 
时 40 (i=1,2). 

由 8&2 中 引 理 2. 8 和 上 面 的 引 理 即 得 


Ws = Zosp dl +p)= (Ee + 7 + pe), 


v Tcosp, cosg: 
(3.7) 
其 中 当 p 固定 ,ww 一 0 时 ,7 一 0; 当 pp 一 0 时 ,Bp 一 0. 
下 面 对 Es 和 J 给 出 近似 估计 . 
引 理 3.9 设 Es= fCMa) /ACM:) 目 , 则 


COM 
Ey 一 一 —+(l + hp), 
PUT 8 


其 中 当 一 0 时 ,6 一 0. 
证 明 设 FGX)=(PCz,y),QGCzy))T, 并 分 别 在 Ma 和 Ma 
处 把 P,Q 展开 (利用 带 有 Peano 余 项 的 展 式 ), 则 
在 Mis 处 
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P=al(r— +hy — 1) +as, 
Q=ar or)+d(y om) t+, 
其 中 心 ,as 当 p 一 0 时 是 p 的 高 阶 无 穷 小 .((z,y1) 是 0 的 坐标 . ) 
在 M2 处 
P= a(r— 1)+t bh(y ~ y) + a;, 
Q= cr ZX) + dy my) + a,, 
其 中 ma 当 o->0 时 是 po 的 高 阶 无 穷 小 . ((zzyyz) 是 0; 的 坐标 . ) 
设 Micz 的 坐标 为 (z- ,y ) ,Mz 的 坐标 为 (z+ ,y!), 则 由 解 对 
方程 右 端的 连续 性 知 , 在 O, 邻 域内 成 立 ; 


(3. 8) 


(3.9) 


I=I 二 as, y=y 十 ak， (3.10) 
其 中 a;,as 当 p 一 0 时 是 p 的 高 阶 无 穷 小 . 在 O: 的 邻 域内 成 立 ， 
T=Xt 二 a y= yt 二 as, (3.11) 


其 中 mas 当 p 一 0 时 是 p 的 高 阶 无 穷 小 . 
设 er = (eliyez)vef 一 (evez) 分 别 是 O,O: 处 和 异 宿 轨 线 
suz 相 切 的 单位 向 量 , 其 方向 指向 O1,0; 之 间 , 则 


Zz- 一 2 一 Dei，z+ 一 Ta 一 Ci 
yy — Y= Pen, y'— Y= Pen. 
又 设 好 ,好 分 别 是 sz 在 O1,O; 处 的 斜率 , 则 显然 
ki 一 ez/ei， ki 一 ez/eii (3.13) 
由 式 (3. 8)~(3.13) 和 8 1 中 引 理 1. 5 即 得 ,在 Mis 处 有 
P= pM (en + Bb,), (3.14) 
其 中 
一 名，B1 二 和 二 十 各， 当 p 一 0 时 ,Bi 一 0. 


A Ai 
同 理 
Q=p(eis 十 B)， 当 p 一 0 时 ,B, 一 0. (3.15) 
类 似 , 在 Mz 处 有 
P=psh(lej 十 B)， 当 p 一 0 时 ,B, 一 0; (3.16) 
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Q=eoiz(e 十 BD)， 当 pp 一 0 时 ,6 0 (3.17) 
由 式 (3. 14) 一 (3. 17) 并 注意 er ,ez 都 是 单位 向 量 , 即 得 


a 
» 下 7CMa) 1 (P+ Q) |x=w， 


ee 
= 一 外 (十 B)， 当 p 一 0 时 ,Bp 一 0. 


pA 
引 理 得 证 . 
引 理 3.10 设 
n= [divf OK) rend 
则 ee 
当 0 一 0 时 ,4 一 4 有限 . 


证 明 在 O,,0; 的 邻 域 Gl,G: 内 sz 可 分 别 表示 为 
5 — N= (rr) +o(r or) 
St: yO— y= hi (ro— Zz) + or— Zz2). 
设 当 t=7TT 及 t=Tt 时 在 5 上 与 Ti ,Ti 对 应 的 点 分 别 位 于 G1， 
G: 内 , 则 
Ja 一 | 一 diyrCo bed 


-srcOIKE aas 


x(Mi2) 
让 》 下 人 全 +| COM2) 》 [es 十 Q， az 
(MI2)》 CT ) CT ) 

= Jia 十 .Jia + Jia. 
在 Gi 内 
P:+Q,= (PY + QV)+ PY +QYV) zr— zx) 

+ (PY +QV)Yy — y) + olr— x), 
288 


P= az 一 2) 十 加 (一 ) 十 oz 一 2) 
= (ut+hki)(r— nr) +o(r— zr) 
一 和 (rz 一 ) 十 oCz 一 )， 
TMis) = r+ pen to(p)= r+ open 十 oo)， 
其 中 x 表示 函数 * 在 O, 处 的 值 . 因此 .nz 有 分 解 
Ja = ian + a 


其 中 
eeTT pW 二 ya 
Jian= J 一 一 d 
(Mi2) 
TT) A 寺村， 对 dx 


1+tap etop) 让 年 2 对 十 2 全 Ti 


一 〈] 一 hn 二 十 4 十 ww， 
过 人 一 
1 1 


J lp ’ (P+Q +h (Ps 十 Q )) (rz—T)+o(r— xz) 
1212 一 


(M2) Em (z 一 Zi) 十 o(CZz 一 Zi) 


一 0; 


其 中 41=(1 一 4)In 


dz 


有 限 . 同 理 
Jia = fa 去 jme+ Ass 
当 p 一 0 时 ,4 一 A; 有 限 . 又 显然 ,J1ss 是 有 限 的 , 故 
| 人 全 jine+ A 
故 p 一 0 时 ,A1: 一 41 有限 . 
由 式 (3.7) 和 引 理 3.9 即 得 
引 理 3.11 wo 一 [一 2 各 G 十 Pen 上 7] 其 中 当 p>0 


时 ,B 一 0, 当 pp 固定 ww>0 时 7>0. 
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由 引 理 3. 10 得 出 
引 理 3. 12” 设 站 一 7 十 7 十 … 十 和 Na, 则 
I = (1+ 喜 |a 一 Dlnp + A, 
当 p 一 0 时 ,A 一 A 有 限 . 
由 引 理 3. 12 得 出 
引 理 3.13 当 p~>0 时 ,p'*em 存 在 有 限 极限 . 
引 理 3. 14 
(1) 当 n=1 时 ,车 4=1, 则 积分 


a 人 divf(X) |xesmde 


收敛 ; 
(2) 当 n=2 时 ,车 4=1, 则 积分 


r= divf Oo) xessd 
和 积分 
Ta = divf 00 red 


都 收敛 . 
证 明 当 n=1 时 O, 和 0O, 重合,4=1 就 是 4= 和 ===1; 当 n 

二 2 时 4=1 就 是 = 一 1. 无 论 哪 种 情况 都 有 
1 
和 


因此 ,由 引 理 3. 10 即 证 得 引 理 3. 14 成 立 . 

引 理 3. 14 的 (1) 就 是 引 理 3. 2 中 当 oo=0 时 的 结论 . 一 般 说 
来 , 当 n 宇 3 时 不 再 有 类 似 引 理 3. 14 的 结论 . 也 就 是 说 , 当 之 3 时 
即使 *=1 也 不 能 保证 单个 的 积分 


T= divf oresd 


是 收敛 的 ,而 只 能 保证 这 些 积分 的 一 个 特殊 的 线性 组 合 是 收敛 的 . 
290 


1 
= 丸 一 让 =0 


这 就 是 引 理 3. 12. 有 了 以 上 的 准备 就 可 以 证 明 这 一 小 节 的 主要 结 
果 . 
定理 3.6 设 闵 =/(X),XER’,/EC' 有 连接 鞍点 01,…， 
O, 的 异 宿 环 S". 7 二 0< 必 是 Dxf(X) 在 O; 处 的 特征 值 ， 
2 
= Fo 
sj 一 :十 1 (mod n)) 是 S$" 的 从 O; 到 OO 的 异 宿 轨 线 ，M 和 M， 
分 别 是 s,_1,: 和 s,.i+1 上 使 得 
OM = GOM = Cp 

的 点 ,其 中 常数 Ci(i=1,2,…,n) 由 方程 组 

CO )cosp _) Ci”)cosy, 

C,(— Ni )cosg, 


= 


Cs(— hs )cosy; 
Ci *(A)cosp, 
Ci(— A )cosg 


所 确定 ,而 cosg,==sin0;, 9, 是 s;_1.; 和 sit 在 O; 处 的 夹 角 . 又 设 
= divf OO lxesdt OG =it1 (modm)), 
AM 


(3. 18) 


人 ; 


Tu 一 Ju 十 和 Ti 十 瑟 十 ia 
人 一 hh 人. 
那么 当 4 之 1( 或 之 1) 或 4=1,om 二 0( 或 >>0) 时 ,S$ 是 稳定 (或 不 稳 
定 ) 的 ,其 中 an 一 Lim (《 引 理 3. 12 保证 , 若 4=1, 则 当 p>0 时 ， 
Tn 必定 存在 有 限 极 限 . ) 

证 明 当 p->0 时 让 w=wu(p) 是 p 的 充分 高 阶 的 无 穷 小 ,使 
得 当 t=0 时 ,六 =f(X) 的 从 Nw EU 出 发 的 轨 线 环绕 一 周 后 能 
再 次 与 !! 相交 . 反复 应 用 引 理 3. 7 和 引 理 3. 11 得 出 

轴 一 Cormaam( 十 9)， 当 一 0 时 ,0 一 0. 


Ci cospl 7 ] 
el 
[ee "+B +N jo 
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-| CiAt cosg 
C,(—N )cosg, 
pr unle(1 二 pi) +7), 
其 中 当 p 一 0 时 ,B= 到 十 人 十 B61 一 0; 当 Pp 固定 ww 习 0 时 
7 = Cl (1 + 6)7, — 0. 
Vs= Cl hpl us(l 十 62) ( 当 p 习 0 时 ,6 一 0) 
= Cl ps[p hun (ern(l + Bi) + 7 + 6,) 
= Cl hp hu era(l + BY + 7) (1 + 6,) 
= Cl hp uern(l + B,) + 7,), 
其 中 当 p 固定 ,uw0 时 
一 (em(1 十 B) 二 +7)* 一 ern(l+B)*—0, 
= (1 + 6.)7,— 0; 


eatp)+7 cr pr Nun (+ ) 


当 2 一 0 时 
B= (1+B)*(l+6)—1—0. 
oe 依 此 类 推 ,可 得 
v= Cl hp hh et tl + B.) + 7,) 
= Ci hp lem mn(l 十 B.) +7,), 
其 中 当 p 一 0 时 Bp,->0; 当 Pp 固定 ,ww0 时 7. 一 0. 


-| CAt cosgp, 
“一 LCi(— A eosg, 


2 [ CA cosg, 
“LC.( 一 廊 Jcosm 


(emin(l 二 B.) +7.) 
=p (em(lt+ hr) + Tn), 
其 中 当 p 一 0 时 +1 一 0， 
Bii=B.+Buth.B.r 0 
当 p 固 定 ,xi 0 时 7 一 0， 
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em(1 十 +1) 十 7 


em(1 十 Br) 十 5 0 Mu 


FC mem (十 有 7 十 em (十 到)7。 
+ Cl ,Yr > 0; 


= pen 十 RD) 十 Xp 
1 


现 设 4 之 1. 由 引 理 3.13 知 ,存在 常数 D 宇 0, 使 当 p 一 0 时 ， 
p' em — D. 
由 于 4 之 1, 故 可 取 e 充分 小 ,使 
0<e (D+AOU+O)+OAL. 
当 2 充分 小 时 ， 
0<p em<D+i+e, 0<1+hn<1+e. 
因此 
0< uD+ + e) +70). 
现在 令 。 固定 而 w 充分 小 , 则 由 7,+, 的 性 质 知 ,可 使 
0<u<e, 0<1np <e 
因此 
0<E<eD+OI+O+O<L 
这 就 说 明 S” 稳定 . 同 理 可 证 , 当 4<1 时 S" 是 不 稳定 的 . 
如 果 4=1, 则 由 引 理 3. 12 知 , 当 o 一 0 时 Tu 存在 有 穷 极 限 
au 而 
0< = em(l++ ht) 十 yt 


因此 与 * 夺 1 时 的 情况 相 类 似 ,可 以 证 明 , 当 cs<0 时 ， 
0< 二 <l, 
因而 S" 稳定 ; 当 ou>0 时 


衬 之 1， 
1 


因而 S” 不 稳定 . 
定理 3.6 推 论 若 丸 = 久 =… 二 加 二 1, 则 当 J 十 十 J 
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到 0( 或 >0) 时 ,S” 稳定 (或 不 稳定 ). 

证 明 由 引 理 3. 10 知 ,所 有 的 积分 

六 : 宕 | divfX) [xesdt GO=z+1lCmodn)) 
都 是 收敛 的 . 再 由 I 的 定义 知 ,这 时 
LL = T+ +n 

因此 由 定理 3.6 知 推论 成 立 . 

当 n=1,0o 夺 0 时 定理 3.6 就 成 为 定理 3.2; 当 n=1,00 二 0， 

站 二 divf(X) |xesmdt 0 

时 ,定理 3.6 就 成 为 定理 3.4; 当 mn>>1,) 关 1 时 ,定理 3.6 就 成 为 定 
理 3.5. 因此 定理 3.6 包括 了 前 面 3 小 节 中 所 有 关于 同 ( 异 ) 宿 环 
稳定 性 的 结果 . 


8$4 同 ( 异 ) 宿 轨 线 经 扰动 破裂 后 鞍点 的 稳定 
流 形 与 不 稳定 流 形 的 相互 位 置 


在 这 一 节 中 考虑 带 有 参数 e€ R' 的 系统 
总 = 万 (X) 二 ee ，X ER 六 万 解 析 I(e) 
设 当 e=0 时 的 系统 1(O) 有 一 和 鞍点 O 相连 的 同 宿 环 S. 
如 图 10. 13 所 示 , 当 |e| 充 分 小 而 不 等 于 零 时 ,S 中 通常 会 发 生 “ 破 


图 10.13 问 宿 轨 线 经 扰动 后 破发 
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裂 ”, 即 0. 的 稳定 流 形 s, 与 不 稳定 流 形 *” 不 再 重合 ,而 是 一 条 包 
围 在 另 一 条 外 面 . 究竟 哪 一 条 不 变 流 形 在 外 面 并 包围 另 一 条 是 非 
常 重要 的 问题 ,有 时 平面 系统 的 全 局 结构 完全 要 由 这 一 问题 决定 ， 
本 节 的 中 心 也 正 是 这 一 问题 . 

设 1(0) 的 同 宿 环 S" 的 参数 方程 为 X= 二 Xo(t) ,在 系统 T(Ce) 
中 ,7(O) 的 鞍点 O 变 为 1(e) 的 鞍点 0.,S" 成 为 0, 的 稳定 流 形 s, 
和 不 稳定 流 形 s.. 设 s; 的 参数 方程 为 X (1) (x 表示 “十 ”号 或 
“一 ” 屿 ),n(t)==fi (Xo(4)) 是 过 X,(1)E SW" 的 长 度 与 fo(Xo6(1)) 
相等 的 外 法 向 量 . 

由 参考 文献 [32] 知 ,X(t) 有 下 列 展开 式 

X(t) = Xolt) 十 EX (1) 十 …. (4.1) 

当 * 表示 “十 ”号 时 ,上 式 在 [0, 十 吕 ) 内 一 致 地 成 立 ; 当 * 代表 “一 ” 
号 时 ,上 式 在 (一 cp ,0] 内 一 致 地 成 立 . 

利用 求 导 算 子 的 锁链 法 则 (参看 第 四 章 8 3 及 参考 文献 [20] 
的 第 2 章 ) 我 们 有 


有 CC | = Dh: CO)DX OO， 
一 Dfo(CXo(CD))XY (2), 
dd vv， 
种 ACc | = 中环 PC 


= (DfoX VX 0)) | 多 
€ «=0 


= (2 Df (XC) KX; (2) + Dfol Xt)) Xr CD) ， 


(见习 题 91). 同样 的 ,对 fi(X (1)) 亦 有 类 似 的 展开 式 成 立 , 因 此 
万 CX C0) SK) +eDf XA KX; CD 十 …， ay 
FiKE =I KA HDI KA KX D+ 


把 式 (4.1) 代 入 方程 
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Ro) = fo Xe CD) + efi (Xe (CD),e)， 
利用 式 (4. 3) 并 比较 方程 左 、 右 两 边 。 的 同 次 短 的 系数 就 得 到 
总 Ci) = fo XA)), 


Ri) = Df KA IKX; (1) + gr(Xt)), dy 
4. 


;2) = Df XA KS (2) + ga Xolt) ,XY (1)), 


其 中 
Bg1(Xolt)) = fi (Xt)), 


gi (Xo XO) = EDX XY GD 
+ Df (Xo(t)) Xr (CD)， 


并 且 g* (Xo (tz),X* (1),…，,X_1《t)) 是 一 个 只 依赖 于 Xo(t)， 
X; (XiGt) 的 上 的 复合 函数 . 如 果 把 Xo《t) ,XY (tm…， 
Xi(Gt) 看 成 新 的 变 元 , 则 有 

Ea [ow .xt Wersee OY, 一 5。 [PRE A io 
因此 ,实际 上 通过 比较 系数 即 可 确定 与 :无 关 的 一 系列 函数 

ga(YirY2s YY,), ER 

使 得 

ED) = gn 和， Be (0) = gy, 


100° 


因此 g'* (2) 可 通过 逐次 地 确定 Xi (1),…, 义 1(t) 而 被 确定 . 

如 图 10. 13 所 示 , 设 M。 是 SW" 上 对 应 于 t=0 时 刻 的 点 ,mo 一 
ft (Mo) ,lo 是 过 Mo 方向 为 no 的 直线 段 ,那么 当 |e| 充 分 小 时 ,lo 
仍 是 系统 1(e) 的 经 过 Mo 附近 点 的 轨 线 的 无 切 弧 . 因此 可 设 st 与 
0 交 于 Mt+(ut ) 点 (zt+ 一 |MoM+1),sz 与 1 交 于 MT(xe-) 点 (zx 一 
[MoM; |). 显然 , 若 u+>u-, 则 st 在 si 的 外 面 ; 若 x+ 天 zx, 则 相 
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反 . 
现在 定义 一 个 函数 
M(t) =— nC) + Kr ORS (4.5) 
那么 由 图 10. 13 可 看 出 : 

引 理 4.1 如 果 M.(O)<0, 则 巡 >x ,si 在 sc 之 外 ;如 果 
M.(O)0, 则 w+ <u se 在 S 之 内 . (实际 上 ,M.(O) 就 是 向 量 
XX (O)X: (O) 在 上 投影 的 有 向 长 度 . ) 

令 

Mi () = 一 mn) Ki); Milt) = MIG) — Mr GD). 
那么 


M.(t) = M(t)e 十 M,(t)e 十 …. (4.6) 
设 a,B,X 都 是 R? 中 的 向 量 ,4 是 一 个 2X2 和 矩阵 
a= (a,02)T', B= (Bi,B); 


(4.7) 
=— (gm), a MB= ap,— ap. 
则 有 下 面 各 式 成 立 

at. P=ah Bp, (4. 8) 

d _/da dp 
EAPp= (RE)ABp+teA (GE) 9 

(AB) A X+BA (AX)= (TrA)(B A X) (习题 90). 

(4. 10) 


利用 式 (4. 8) 一 (4. 10) 和 式 (4. 4) 就 得 出 
Mi (1)=— n(t) * Xi (t) =— fi (Xl) » Xi (2) 
=~— fo(X.(t)) A Xi C1); 


dM; GD _ 
dt 


一 是 PCKG)) A XK; (GD) — folXolt)) A 总 2) 


一 (一 DACXoCD)) 0)) A Xi 2) 


— fu (Xlt)) A Xr 1) 
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= (— (Df)f) A Xr ~— fo A (DIY)X; 十 g) 

= ((Dfo)fo) A Xi +fo A (DIOX))—foNg 
(TrDfo (X62)))(— fo (Xt)) A Xr (0)) 

— fo(X.(t)) A gi(Xo1)) 


ll 


= oDM; 0) — DD); (4.1D) 
四 一 chM CD) 一 DG); 

(4. 12) 
PD MD 一雄 


其 中 
olt) = TrDf, (Xl)), 


Di (i) = fo(Xolt)) A gi Xt) ,KY (2) ,Ket)). 

当 => 土 co 时 ,X (一 O. 王 0O 十 eO 十 eO: 十 …, 由 此 得 出 
Xi (十 co) = XT (一 co) = O4 (4. 13) 
式 (4.4) 中 的 变 分 方程 连同 无 穷 远 边 值 条 件 (4. 13) ,唯一 地 确定 了 
分 别 在 [0, 十 ce) 及 (一 co,0] 上 有 界 的 一 系列 函数 Xi (1) ，X2 (t)， 
…, 因 而 确定 了 函数 g; (2) 及 函数 
Di (1) = fo(X0(2))) A gi (t) (n> 2). 
由 Mi (2) 所 满足 的 微分 方程 就 可 解 出 


Mi 0) = el (Mi (0) 一 [> Ce lrge| Ck 2). 
0 
因此 
rT i 党 at 
Mi (0) = MT )e- +| D; C0)e lodge (k > 2). 
0 


故 有 
引 理 4. 2 
Mi(O)=Mt(O) 一 MT(O) 
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+ 
-J ede Faw 


=Mi (T')e = 


二 Trees 


i 

+| Di(e dr; 
r 

MO)= Mi CO) 一 M (O) 


r+ i 
| ear ed 


一 Me (Tt)e ” 一 Mi CT- yeb 


ritae 


十 『 Dr et AE | Di (ie 

其 中 7 ,7T+ 是 满足 条 件 7 二 0<<T! 的 任意 实数 . 
引 理 4.3 当 上 ~> 十 co 时 ,Mtz (te ' 趋 于 有 限 极限 Mi ; 当 : 
一 一 co 时 ,MT (f)e 一 ' 趋 于 有 限 极限 M7 ,其 中 4- 二 0 二 4+ 是 Df 


(X) 在 鞍点 O 的 特征 值 . 
证 明 由 二 维 的 Ci-Hartman 定理 (定理 3. 3) ,系统 T(O) 局 


dt， 


部 C! 等 价 于 其 在 O 点 的 线性 系统 ; 
2- 0 
六 一 | a) (4. 14) 


系统 (4. 14) 鞍 点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 分 别 为 
5 (0er 9 和 s-: (e 0). 
将 系统 (4. 14) 再 化 回 系统 T(O) 易 知 ,系统 T(O) 的 鞍点 O 的 稳定 
流 形 Xe (上 ) 和 不 稳定 流 形 Xs(z) 有 性 质 : 
当 1 一 * oo 时 ,|Xi (1)|e-*“' 趋 于 有 限 极限 (4.15) 
由 式 (4.15) 及 f,(X) 的 展开 式 即 知 
当 : 一 xco 时 ,|fo(Xi (1))le”*”“' 趋 于 有 限 极限 . 
(4.16) 
由 式 (4.1) 知 , 当 上 一 *co 时 ， 
1X (2) | 趋 于 有 限 极限 . (4.17) 
由 M (2) 的 意义 和 Cauchy 不 等 式 得 出 
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Ia Ce = 一 岂 CCD) Xi tle 
委 | 一 后 CCD) Xe GD e 
委 |/CXoCGD))1 | | ve 一 (418) 


因此 ,由 式 (4.16),(4.17) 和 (4. 18) 就 得 出 引 理 . 
引 理 4.4 任 给 rz>0, 存 在 正 数 天 >0 及 T>0, 使 得 


当 上 二 全 时, e Joe < Ke “+t™, 


当 上 < 一 了 工时 ， Ke 
其 中 oo=Trfo(X)|x-o 是 系统 1(O) 在 鞍点 O 处 的 发 散 量 . 
证 明 当 t 士 cc 时 vc() 一 co, 因此 对 r>0, 存 在 T>0, 使 得 
当 t>T 或 :< 一 T 时 下 式 成 立 
|c(t) 一 oo|l <t. 
故 当 t>T 时 


- Jo“< -ede [freow 一 -aa -mo+n 
Row ,een 


< Ree oo+r 和 
其 中 


ede—T(—e0tr) 
。 


有 一 e 
同 理 , 当 :< 一 了 时 


一 ed < 天 :ec ™. 


取 天 一 max(K, 天 :) 即 得 引 理 . 
引 理 4.5 当 t> 十 oo 时 
M: ee _, 0, 
当 t> 一 oo 时 
Mr Pe 0 
证 明 由 0=X- 十 守 及 A 过 0<4+, 易 证 4 之 oo<4+. 故 存在 
正 数 r, 使 
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0<r<<min(i+ 一 ao 一 和). 
由 引 理 4, 对 此 正 数 + 存在 正 数 尺 和 了 ,使 当 :>T 时 


eu = 天 eat oe 
此 ,再 由 引 理 4.3 4 当 1>>T 时 
| Mt We be < Ke Mt 
< Ke® To Mi Ce" |. 
故 当 zt 一 十 co 时 
IM: Ce le 1 =0. MI =0. 
同 理 , 可 证 当 t 一 一 co 时 ， 
| My Ce lo | 0. 
引 理 4.6 积分 
「 DilDe Jog 及 | Spr We roug (> 2) 
-~ 0 


收敛 . 
证 明 在 引 理 4. 4 中 取 正 数 r, 使 0<r<min(+ ,一 4-), 则 由 
式 (4. 16) 知 ,存在 正 数 有 ,之 0, 使 


1 CO CGO) = PC ED) SKe '. (4.19) 
由 于 1(X) 是 至 少 C? 的, 故 上 Df1(X。o(z)) 有 界 , 设 为 K,, 即 
Df (X62)) | 天天: (4. 20) 


因此 ,对 一 切 4 之 2， 
一 red 


| 
= | (folXo GD) ADACX (2)) X(t) )e 


| Dr (We 


-foae 


| FLERE OD «Df Ke OK Ve ee) 


ll 


-jeceae 


SIAXG VN » DA CX CD)X Ct) le 
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SKKs | Xi er ec 


故 存 在 天 ;,K, 之 0. 使 
1 pi We be) Ske Tt™, 1>0, (4.21) 
Dr We le < Ke -™, ro (4.22) 
由 式 (4. 21) 和 (4. 22) 即 知 , 对 一 切 4 之 2, 积 分 
三 疡 Ce jeg 和 下 “Dr De lege 
都 收敛 . 
当 k=1 时 ， 


DG) = folXot)) A gi Xt)) = fi KA » fCXot)). 
由 于 亡 是 至 少 C: 的 ,Xo(t) 在 (一 co,co) 上 有 界 , 故 f1(Xo(z)) 在 
(一 co,co) 上 有 界 , 用 与 上 面 类 似 的 论述 即 可 证 明 积分 


民 D， Ce lr 
收敛. 因此 对 一 切 自然 数 4, 引 理 成 立 . 


由 引 理 4.2, 引 理 4.5 和 引 理 4. 6 就 得 到 
引 理 4.7 设 M.(O)=Mie 十 Mze? 十 …, 则 


a -= 本 Kl) A gCXo)) )e lsd, 
l Jdiwfo Xo de 
Ms = Ko) A gaXolt) ,Xr es gs 
让 — | div 
+ a) A pK Xt Ye lg 
。 


M, = | fs KE)) A ECXKoGD) KTC Xi))) 


了 一 amcccenae 


dt 
+ 

+| (fo Kat)) A giXolt) ,XE CD Kt))) 
0 
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其 中 Xi (2),… ,Xi (t),… 可 通过 变 分 方程 组 (4. 4) 和 无 穷 远 边 值 
条 件 (4. 13) 逐 次 地 确定 ,而 
giYD), ga(YY)，…， go(Ziy7 7，) 
可 通过 比较 方程 
R01) = 矿 (XGD)) + efi (Xlt) ,e), 
Xt) = Xo 十 eX 十 EX, 十 … 
两 边 e 的 同 次 宪 的 系数 而 得 出 . 
由 引 理 4. 1 和 引 理 4. 7 就 得 到 
定理 4.1 设 M,M,,…,M,… 的 意义 如 引 理 4. 7 中 所 述 ， 
M=M,=-…=M1=0, M,x0. 
则 当 |el 充 分 小 时 , 若 
eM, 一 0， 
则 se 在 sz 之 外 ; 若 
etM > 0， 
则 st 在 sc 之 内 . 
现 假设 系统 1(e) : 名 =fo(X)+ef1(X,e), XER,fosfi 解 
析 , 有 异 宿 环 S$”. 则 与 同 宿 轨 线 相 类 似 , 异 宿 轨 线 5 在 小 扰动 下 
也 可 能 破裂 为 六 与 i 因而 需要 研究 判断 它们 的 相对 位 置 的 问 
题 (图 10. 14). 


图 16. 14。 乔 宿 轨 线 经 拢 动 司 的 破 顷 
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完全 与 同 宿 轨 线 相 类 似 ,可 以 证 明 当 |e| 充 分 小 时 ,T(e) 存 在 
解 X(t) ,使 得 在 [0. 十 cc) 上 一 致 地 成 立 ， 
Kit) = Klt) 十 eXh lt) 十 …。 
而 在 (一 co,0] 上 下 式 一 致 地 成 立 : 
Kalt) = Klt) + eX lt) + 
设 4 是 se 的 无 切线 段 , 则 当 |e| 充 分 小 时 ,za 仍 是 5 与 si 
的 无 切线 段 . 故 可 设 Slaey ies 与 lz 交 于 Mi,， MMi; 设 $42 与 lz 交 于 
Mi; 
MM =us, Mi M's = wi: 
则 ,ui 的 大 小 就 确定 了 siz 和 sii. 的 相对 位 置 . 设 S" 是 按 顺 时 针 
方向 定向 的 ,以 S$" 的 内 外 为 标准 , 则 xi 之 邮 表示 sizx 在 sz 之 外 
(〈 即 MizMi%， nw 之 0, 其 中 zs 是 51 在 Mis 处 的 外 法 向 向 量 ). 反之 
则 相反 . 
定义 函数 
Myst)=— nalt) » Mitt) ME 
=— fi (X12)) » (Xlt) 一 Kit)) 
= (— fi (X(t)) A XE)) 
— (— fi (X12(t)) A Xe(t)) 
= Mi.(t) 一 Miz.lt). 
类 似 于 引 理 4.4 等 ,我 们 有 
引 理 4.8 对 任意 r>0, 存 在 正 数 M>0,T>0, 使 当 上 >T 


时 
一 人 nsode Ci he 
和 <Me 2 1; 
当 上 < 一 Tu 时 
Le ca 
其 中 


ao 一 对 十 虹 ，oi( = divfo(X1,(2)). 
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引 理 4.9 当 * 一 十 co 时 , Mi,(t)e…' 趋 于 有 限 极限 ; 当 1 一 
一 co 时 , Mia(t)e 2“ 趋 于 有 限 极限 . 
引 理 4. 10 当 1> 十 co 时 ， 


J ae 


M(t)e 


-> 0; 


当 上 ~ 一 co 时 ， 


Mae ee 
引 理 4. 11 积分 
[0 Amoiome 
引 理 4. 12 设 Mis(O0)=Miwe 十 Mize 十 …, 则 
Ma = FX A 六 CoaC), 0))e 


定理 4.2 设 Miz 的 意义 如 引 理 4. 12 中 所 述 , 则 当 e。Aa 
<0(>0) 时 ， 


0. 


aoooacende 


dz. 


Jdiwfo X12 cyae 


dt. 


Wb 之 wis (或 弛 过 wj). 

故 坟 ,在 siz 之 外 (或 之 内 ). 

附注 1 M, 和 M(& 之 2) 的 表达 式 在 形式 上 是 不 统一 的 , 即 
计算 M 时 涉及 的 自 变量 仅 有 一 个 Xe(z); 而 在 计算 例如 M: 时 , 自 
变量 除 有 X。(z) 外 还 有 Xi (t) 及 Xi (2); 随 着 的 增加 ,Mi 中 还 会 
出 现 X+ (2) ,XI (1),… ,XL1(t) ,Xi_1(t) 这 样 更 多 的 新 的 自 变量 . 
由 于 Xi (1) 和 Xi (t)(k 之 2) 都 满足 同样 的 变 分 方程 和 同样 的 无 穷 
远 边 值 条 件 ,因此 出 现 一 个 如 何 分 辨 它们 的 问题 . 要 回答 此 问题 必 
须 找 出 X(t) 和 Xi (2) 的 区 别 ,而 这 种 区 别 的 来 源 是 X: (t) 和 
X: (4) 的 区 别 .根据 XX: (上 和 Xe: (1) 的 几何 意义 可 知 , 必 存 在 一 条 
经 过 0O, 的 直线 1, 使 得 Xt (i) 在 [0,co) 上 与 ! 只 相交 一 次 ,而 
X: (0) 在 (一 co,0] 上 与 /也 只 相交 一 次 . 即 Xi (2) 确 定 了 [0,oo) 一 
! 的 一 个 有 界 的 一 一 映射 ,Xz (z) 确 定 了 一 个 (一 co,0]->/ 的 有 界 
的 一 一 映射 . 这 一 性 质 “ 遗 传 ”到 Xi (2) 及 Xi (CD 上 之 后 , 便 给 出 了 
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区 别 它们 的 方法 , 那 就 是 当 我 们 根据 无 穷 远 边 值 条 件 , 从 Xi (2) 所 
满足 的 变 分 方程 确定 了 两 个 线性 无 关 的 解 w(t) 和 vz) 后 ,其 中 
必 有 一 个 ,比如 说 we 人 2) 确定 了 [0, 十 cc)~>! 的 一 个 是 有 界 的 一 一 
映射 ,而 另 一 个 , 即 w(z) 或 者 在 [0, 十 ce) 上 无 界 , 或 者 虽然 在 [0， 
十 co) 上 有 界 但 不 是 一 对 一 的 . 即 存在 所 之 所 盖 0, 使 wa) EL 
(t;) E17, 那么 这 时 我 们 就 可 确定 
X+() 一 xi(t)， Xi 4) =v,(), 

v(t) 必 然 是 一 个 (一 oo,0]>/ 的 有 界 的 一 一 映射 . 

此 外 ,我 们 还 要 注意 ,只 有 当 M,= 0 时 才 需 要 去 计算 M:. 而 
Mi,= 0 意味 着 

Xr+(O) 一 XT(O). 

因此 ,这 时 Xi (0 和 XIT (可 统一 为 一 个 C? 的 函数 X(z) ,而 


M, = [三 JK) A ga Xa) Xe lg 


获得 了 与 M, 统一 形式 的 表达 式 . 同 理 , 当 Mi==M,==…M 一 0 时， 
Xi (t) 和 X(t) (1<i<k) 都 统一 为 一 个 C" 的 函数 Xi(2) (1<i<< 
A) ,而 Mi+1 就 具有 了 和 Mi,M,,… ,Mi 统一 的 表达 形式 . 

附注 2 ”实际 应 用 定理 1 时 要 涉及 g, 的 具体 表达 式 , 这 里 我 
们 具体 地 写 出 g&, 和 g; 的 表达 式 : 

如 1 就 是 用, 因此 


AM = 人 (fo Xo)) A 万 CXoCD))e 
当 M,=0 时 ， 
gs = FD fo XA KE) + DIX XD), 
这 里 出 现 如 何 理解 D*f。(X。(z))X,(z)* 和 如 何 计算 它 的 问题 . 设 下 
是 Ri>R 的 映射 ,DC(F,h,) 表 示 下 的 微分 ,F 的 导 算 子 DF 是 到 
一 L(R: 一 R’) 的 映射 ;此 映射 还 可 再 微分 ,其 导 算 子 D5F 王 DCODR) 
是 一 个 
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— Jdivocxoce de 


dt. 


R: XR2-ZLCLOR2 ~ R’)—> L(R: > R’)) 
的 映射 . 具体 计算 方法 是 
wad 加 an 十 | 


DF,h,)= | 
D(F,,h,) Fidr + Fdy 


Fs Fy)fdzr 

= | i = (DP)h, 
fDCP hy) DOF hi) 
DO(Fssh) DF,,,h) 
Fisdr t+ Fdy Fisdr t+ Fivydy 
FE + Fosdy Fadz + Fondy 


(DF)hh,= D(D(Fh))h, = 


2 


因此 
| A A 
B= [ | + (DF (X(t))) X(t), 

其 中 

4u = forrs (Xolt)I X12) + forry (Xt) KX (2), 

Ais = fo Xolt) I Kut) + fo Xolt)) XL) , 

Az = forrs (Kot) KCt) + Foss, Xolt) Xt), 

42 = forry Xt)I Kt) + forys Xlt) X12t). 

85 同 ( 异 ) 宿 环 的 分 支 
仍 考虑 系统 


时 =f(X) 十 ef1(X,e)， 久 ER',fo, 帮 解析 . 


] 


7(e) 


假设 系统 7(O) 有 一 稳定 (不 稳定 ) 的 同 宿 环 3, 则 1(O) 的 在 S$ 
内 侧 邻近 的 轨 线 都 是 向 外 (向 内 ) 盘 旋 的 . 根据 解 对 参数 的 连续 性 ， 
当 1e| 充 分 小 时 ,7(e) 的 :一 0 时 通过 5S" 内侧 充分 靠近 Sm 上 点 的 
轨 线 仍 是 向 外 (向 内 ) 盘 旋 的 (图 10. 15(a) 和 (c), 其 中 箭头 表示 后 
继 点 的 移动 方向 ). 这 时 ,如 果 s 在 sz 之 外 (之 内 ), 则 5S" 邻 域 中 
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Se 
XC -XH X 1 
se 


(a) Sm 源 近 稳定 ,sr 在 si 之 外 (b) S 渐 近 稳定 .sz 在 sz 之 内 


KK RE 


(c) 5S" 不 稳定 ,sr 在 广 (d) 5S" 不 稳定 , st 在 二 之 外 
图 10.15 从 同 宿 环 分 支出 极限 环 


所 有 轨 线 都 是 向 外 (向 内 ) 盘 旋 的 ,因此 , 1(e) 在 S" 的 邻 域 中 不 存 
在 任何 极限 环 ;如 果 s; 在 st 之 内 (之 外 ), 则 s (si ) 是 向 内 盘旋 
的 ,因此 根据 环 域 原理 ,I(e) 在 S$" 的 邻 域 中 必 至 少 存在 一 条 闭 轨 
线 ( 图 10. 15(b) 和 (d)). 

由 以 上 的 论述 和 定理 3. 2, 定 理 3.4 及 定理 4. 1 就 得 出 

定理 5.1 设 系统 T(e) : 义 =f,(X)+efi(X,e),XER’, fo 
和 fi 解析 , 当 e=0 时 有 与 鞍点 O 相连 的 同 宿 环 S" : X=X。(z). 

oo=divfo(O), 


a =[ divfo( Xo) ) de, 


Mi,…,M,，,… 的 意义 如 引 理 4. 7 中 所 述 . 则 当 |e| 充 分 小 时 , 若 
gMje 放 0,1(e) 在 S" 的 邻 域 中 至 少 存在 一 个 极限 环 ; 若 cMie<0， 
7(e) 在 Sm 的 邻 域 中 不 存在 任何 极限 环 . 其 中 o;,M,; 分 别 是 re, 
及 Mi,M;,…，,M,,… 中 第 一 个 不 为 零 的 判定 量 . 
由 定理 3.6 和 定理 4.2 得 出 
定理 5. 2 设 系统 T(e) : 名 =f,(X)+efi(X,e), XER’， 
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记 , 几 解析 ; 当 e=0 时 有 一 异 宿 环 S",S" 内 部 包含 一 奇 点 O0,S™ 
由 个 鞍点 O01,O:,…,0O, 及 连接 它们 的 异 宿 轨 线 构成 ;4 和 om 的 
意义 如 定理 3.6 所 述 , oo==divf,(O). 则 当 41, co(C1 一 iD) 之 0 或 
4 二 1,0o0m 之 0 时 ,S" 内 至 少 存在 系统 7(0) 的 一 个 极限 环 . 

定理 5.3 设 系统 T(e) : 义 =f,(X)+efi(X,e), XER’, 
fo, 放 解析 ; 当 e==0 时 存在 一 个 由 鞍点 O01,… ,0O, 及 连接 它们 的 异 
宿 轨 线 组 成 的 异 宿 环 S" ;4,0, ,Mi,(j=i 十 1 (mod n)) 如 定理 3.6 
和 定理 4. 2 中 所 述 . 若 

(1) Mi(j=i 十 1 (mod m)) 的 符号 相同 ; 

(2) A 冯 1, (1 一 人 )Mie 二 0 或 人 =1,， onMize 之 0. 

则 当 |e| 充 分 小 时 ,系统 1(e) 在 S" 的 邻 域 中 至 少 存在 一 个 极限 环 
T(e), 当 er>0 时 ,TT'(e)—>S™. 

而 车 A 在 1, (1 一 Mize 二 0 或 4=1, omMuze 二 0, 则 当 |el 充 
分 小 时 7(e) 在 S” 的 邻 域 中 不 存在 任何 闭 轨 线 . 

下 面 讨论 同 宿 环 的 分 支 极限 环 的 唯一 性 . 

首先 说 明 唯一 性 与 稳定 性 之 间 的 关系 ,我 们 有 

定理 5.4 设 系统 1(e) : 证 =f,(X)+ef\(X,e),XER’,fo， 
用 EC'; 当 e=0 时 有 同 宿 环 Sm ,7T(e) 的 使 得 当 e>0 时 入 (Ge) 一 S 
的 闭 轨 线 P(e) 都 是 稳定 或 不 稳定 的 . 则 当 |e| 充 分 小 时 ,7T(e) 在 
Sm 的 邻 域 中 至 多 存在 一 条 闭 轨 线 . 

证 明 假设 1(e) 在 S" 的 任意 小 邻 域 中 总 存在 不 止 一 条 闭 轨 
线 , 那 么 当 e->0 时 ,这 些 闭 轨 线 都 要 趋 于 SW. 因此 由 解 的 唯一 性 
知 ,这 些 闭 轨 线 必 是 一 个 套 住 一 个 构成 类 似 于 同心 圆 的 样式 . 设 
Th(e) 和 T,(e) 是 相 邻 的 闭 轨 线 ( 即 夏 (e) 和 TT,(e) 之 间 没 有 闭 轨 
线 ), 则 由 环 域 定理 知 ,T,(e) 和 IT,(e) 的 稳定 性 必定 相反 . 这 与 假 
设 矛 盾 . 因此 7(e) 在 S$" 的 邻 域 中 至 多 存在 一 条 闭 轨 线 . 

类 似 于 定理 3.2 和 定理 3.4 我 们 有 

定理 5.5 设 系统 T(e) : 羡 =/,(X)+efi(X,e), XER’, fo 
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和 1EC'; 当 e=0 时 存在 与 鞍点 O 相连 的 同 宿 环 Sm" 及 
go=divf.(O), 
那么 当 me<0(>0) 时 ,对 充分 小 的 se, 系统 Fe) 的 位 于 S 邻 域 中 
的 团 轨 线 PCe) 必 是 稳定 (不 稳定 ) 的 . 因而 如 果 有 Ce) 存 在 ,有 Ce) 必 
是 唯一 的 . 
证 明 设 co>0, 如 图 10.16 所 示 . 由 div7(e) 对 和 和 e 的 连续 
性 知 ,存在 鞍点 O 的 邻 域 C, 使 得 
当 充分 小 时 ,在 G 中 有 下 式 成 立 
divT(e) > 至 ou 


设 S ,PCe) 分 别 与 C 交 于 4,B， 
4(e),B(e) 点 ,所 对 应 的 时 刻 为 
tistzsti(e) ,to(e). 设 


本 10.16 7= fdivh Xo yde, 


其 中 X(t) 是 Sm 的 参数 方程 , 则 显然 T 有 限 . 设 T(e) 是 (se) 的 周 
期 ,X.(z) 是 TT(e) 的 参数 方程 ， 


(0) 十 Te 
着 后 [ divI(e)| dt, 
XX X=X(e) 


ao 


Te) 
I(e) = | divI(e) 
5 


ro 
= J,(e) 十 1,(e). 
由 鞍点 的 性 质 ( 8 3 中 引 理 3. 1) 及 解 对 参数 与 初 值 的 连续 性 知 , 当 
e—>0 时 


则 
CdivI(e) |x-xo?d 


T(e) 7+ oo, te) >t (i= 1,2), 
1P(e) —II<s6, 


其 中 9 是 任意 预先 指定 的 正 数 . 故 
AGIEIIAE IAGEEA 
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|TCe)| > Te) 一 [Ce)1 
> 十 TD 一 46) 一 加 一 

因此 当 se-~>0 时 7T(e) 一 十 ce 过 0. 故 当 |ej 充 分 小 时 ,7T(e) 之 0. 因而 
TT(e) 必 是 不 稳定 的 . 再 由 定理 5.4 知 , 若 有 (e) 存 在 , 则 有 Ce) 必 是 
唯一 的 . 

定理 5.6 设 系统 T(e) : 况 一 万 (X) 十 eCX,e)，XER2， 
PEC; 当 es=0 时 存在 与 鞍点 O 相连 的 同 宿 环 3 一 X 一 X。 
(1. 设 对 充分 小 的 e>0, 当 |s| 和 ee 时 

oo(e) = divT(e)|x-om 三 0， 


其 中 O(ae) 是 1(e) 的 鞍点 ， 
a | divf, (Xo Ct) ) dt. 


则 当 co<0( 之 0) ,|e| 充 分 小 时 ,系统 Te) 的 位 于 S" 邻 域 中 的 闭 轨 
线 T(e) 必 是 稳定 (不 稳定 ) 的 . 因而 ,如 果 矿 (e) 存 在 , 则 荆 (e) 必 是 
唯一 的 . 

证 明 如 图 10.17 所 示 , 通 过 把 1(e) 的 鞍点 O(e) 平 移 到 原 
点 ,不 妨 设 对 |e| 充 分 小 ,OCe) 恒 为 原点 OC0,0). 于 是 由 定理 的 条 
件 知 ; 当 |el 委 so 时 ， 
oo(e) = divIi(e)|x-o = 0. 
由 二 维 的 C'-Hartman 定理 
(定理 3. 3) 知 ,对 |e| 委 so, 存 
在 O 的 邻 域 U. 及 RR 的 
非 异 的 对 连续 的 变换 T.， 
使 得 在 U. 内 ,T, 把 TCe) 化 为 
其 线性 化 系统 

T (e) : Y= AY. 
不 妨 设 {U.} 是 单调 的 ， 


c= Mv., 
dls 
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那么 G 是 非 空 的 , 且 是 与 无 关 的 O 的 邻 域 . 设 T。 把 5S" 化 为 
35, 在 G 内 作 以 OO 为 端点 的 射线 /及 直线 y==p,+=p. 设 1 是 过 
$m 上 4。 点 的 无 切线 段 , 则 当 |e| 充 分 小 时 ,由 解 对 初 值 和 参数 的 
连续 性 知 ,以 上 几 条 线段 对 5” 邻 域 中 的 闭 轨 线 (e) 也 是 无 切 的 ， 
其 中 下 (e) 是 3 邻 域 中 的 闭 轨 (se) 在 T, 下 的 像 . 因此 可 以 设 
T(e) 依 次 与 1,x==p,L' 及 y 二 p 相交 于 Ao(e),Ni(e),A(e) 及 NN,(e) 
点 . 又 设 T(e) 的 周期 为 T(e), 则 有 


Fo 
J(e)= | div Te) |yercwdt 
0 


三 (fs 十 | + 1 二 | 
* (div T(e) |yereo)dy 
= J1(e) 十 Ja(e) 十 Ja(e) + le). 
不 妨 设 co>>0, 由 引 理 3. 3 知 


RE div T (O) |yesvdt 


一 几 十 几 十 几 十 几 . 
不 妨 设 /的 方程 为 v=w, 则 4(e) 的 坐标 可 写成 (ae(e),a(e)). 于 是 


时 Ke) ao(E) 二 本 
Je) = | Ed = 0= 7 


(由 于 弧 段 N(e)4(e) 和 线段 MO 都 位 于 邻 域 C 内 ,而 在 此 邻 域 


内 ,了 (e) 的 轨 线 段 Ni(e)A(e) 与 其 线性 化 系统 = 二 A- (e)u,v 二 
ht (e)v 的 经 过 Ni(e) 点 的 轨 线 相 重合 ,了 (O) 的 轨 线 段 1fO 与 其 线 
性 化 系统 & =4-u， 二 Atv 的 经 过 Mi 的 轨 线 相 重合 . ) 同 理 , 有 
Ji(e) = 0 = J,. 
给 定 任意 +>0, 由 解 对 参数 和 初 值 的 连续 性 知 , 当 e>0 时 
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J(e) > J, J(e) 一 .JJ 
故 车 @ 充分 小 , 则 当 |e|<e 时 就 有 
ICe 一 由 << 王 ，lyee 一 由 < 


过 
2 


17y(e) 一 oj 委 17e) 一 六 | 十 7:(e) 一 wa 
十 1J3(e) CO— J+ 11) 一 | 
< 

由 + 的 任意 性 即 得 , 当 e->0 时 J(e)>o. 故 当 |e| 充 分 小 时 J(e)> 
0. 因而 P(e) 必 是 不 稳定 的 . 再 由 定理 5.4 知 , 若 有 (e) 存 在 , 则 
TT(e) 必 是 唯一 的 . 同 理 ,可 证 当 o<0 时 P(e) 必 是 稳定 的 ,因而 若 
T(e) 存 在 也 必 是 唯一 的 . 

附注 1 定理 5.6 并 未 一 般 地 证 明 当 一 0,o 闪 0 时 分 支 极限 
环 的 唯一 性 ,而 是 在 附加 了 条 件 oo《e) 三 0 的 情况 下 证 明了 其 唯一 
性 . 根据 下 文中 提 到 的 韩 茂 安 的 结果 ,我们 不 可 能 指望 得 到 它 的 一 
般 性 的 结果 . 关于 同 宿 环 分 支 极限 环 的 唯一 性 的 最 新 结果 ,是 由 韩 
茂 安 , 李 良 应 发 表 在 参考 文献 [46] 中 所 证 明 的 定理 1.1 和 定理 
1. 2. 根据 他 们 的 结果 ,如果 定理 5. 6 中 的 所, 户 是 解析 的 ,Mi 的 
意义 如 引 理 4. 7 所 述 ,那么 当 Mi 关 0 时 7T(e) 在 S" 的 邻 域 中 就 至 
多 存在 一 个 极限 环 . 该 文中 还 声称 , 当 mo 王 0,o 关 0 时 从 So 可 以 产 
生 两 个 极限 环 . 因此 定理 5. 5 已 不 可 能 通过 把 cs 0 换 为 条 件 
om 一 0,o 闪 0 而 得 到 进一步 的 改进 . 但 可 惜 该 文中 未 能 给 出 这 一 断 
言 的 实际 例子 . 由 于 该 文中 的 证 明 需 要 更 多 的 工具 ,因此 无 法 在 本 
节 中 介绍 细节 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 该 文献 . 

附注 2 同 宿 环 分 支 极限 环 的 个 数 与 扰动 的 光滑 性 有 密切 关 
系 ,如 果 不 限定 扰动 的 光滑 性 ,那么 可 举例 子 说 明 , 无 论 再 附加 什 
么 其 他 条 件 都 无 法 保证 分 支 的 唯一 性 . 下 面 的 例子 是 韩 茂 安 在 与 


作者 的 通信 中 提供 的 : 考虑 系统 
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T= y, 
| TI— z+yH+e] [H+ 2 LH + 3e]’, 


3 


HH= 训 + 所 一 字 ， 

则 当 e>>0 时 ,1(e) 有 3 个 极限 环 
T,:H=—ie (i=1,2,3); 

当 e~>0 时 ， 

T'S:H= 有 0, 
类 似 ,可 证 从 1(0) 的 同 宿 环 S" 可 在 C? 扰动 下 出 现 n 个 极限 环 . 
因此 解析 系统 的 同 宿 环 在 C?" 扰动 下 可 产生 任意 有 限 个 极限 环 . 

例 1 考虑 系统 
2y 一 p(y 一 2z: 十 2 了)(4z 一 473) 一 4z 十 4z3 

4z 一 4z3 十 2py( 一 2z2 十 zx‘) | d 2y | i 


至 


2 
T(e) 
其 中 ws 0 是 固定 常数 ,e 是 充分 小 的 数 . 易于 验证 
SV: y—2r+z=0 
是 系统 7(0) 的 同 宿 环 . 可 算出 
oo = 0,divT(0)|xesw = wL(4zo(t) 一 4z3(2))? + (2y02))’] 
(《(zolt) ,yolt)) 是 S$ 的 参数 方程 ). 故 由 定理 3.4 知 , 当 py 二 0 时 
ao>0,So 不 稳定 ; 当 pw<0 时 c<0,So 稳 定 .又 有 
fo(X) A f(x ,0) |xes™ 
= (4zo(t) 一 4za(t))2 十 (2yo(i))2 之 0， 
故 M > 0. 因 此 由 定理 5. 1 和 定理 5. 6 知 , 当 pm >0 时 7T(e) 在 
Sm 的 邻 域 中 存在 唯一 的 极限 环 ,其 稳定 性 与 S" 的 稳定 性 相同 ; 
当 ye 过 0 时 7(e) 在 S$" 的 邻 域 中 不 存在 任何 闭 轨 线 . 
例 2 考虑 系统 
因 人 E le — Zz) UT — y) + Uy)) ， 
Q (1— YIVY) 1 一) + V(x)) 
(5.1) 


> 
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其 中 U,V,EC' HL U1D)>0,U,(—1D)<0,V,(1)<0.V,(—1)> 
0,U1(0O) 十 Vi(O) 六 0. 系统 (5.1) 有 一 异 宿 环 S, 它 由 4 个 奇 点 
O11,1),O2( 一 1,1),O;( 一 1, 一 1),O,(1, 一 1) 及 连接 这 些 奇 点 的 
直线 段 组 成 .S** 内 有 唯一 奇 点 O(0,0). 我 们 有 


N= 2UD), Wt = 一 2V:()， 1 = 一 交 出 ， 
入 =2V(1), Hi 2U,(— 1)， 尺 Pe 
一 20 一 DD， 对 = 一 D， 为 = 一 天 和 对 ， 
= 2 D), X= 2U,.0), “= a 


A= NhAhN = 1; 


Cos = cosp; = cospy = cosp=1, d= = = 


UD , zV(D) + Uz) 
=2] a Vd + 0 — ZV ja 
A V:(— 1) xzU,(— 1) ~ V,(x) 

一 2 TCD ~—zr)U,—1) ja 


- ~ ve | 
2 PFC 一 DC 


ea | Vi yt Lat, 


J 一 


UD 十 (1 ~— zx)U,(1) 
2 VD+O— D+ (~ 2 二 2 dzi 
itp 


Tn = U1) 
TADHOT DV DI D) 
A D1) 


取 


Un = | 中 一 + rar, Uy) = y; 


a+6 
2 


Vi(y) ( 写 。 有 + 和 二 2 十 py， TY:(z) 一 一 工 
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则 


O41 4( 一 4 十 0 一 c 十 d)，om 一 ca 十 有 
取 适 当 的 a,6b,c,d,a,B, 可 使 定理 5. 2 条 件 满足 ,因此 可 使 系统 
(5. 1) 在 S” 内 部 存在 极限 环 . 
例 3 考虑 系统 


(; |- CE (5.2) 


其 中 P,Q 的 意义 与 例 2 相同 .由 于 fo(X)Af1( 匀 ,0) 定 号 , 故 在 此 
例 中 M;(j=i 十 1 (mod 4),i=1,2,3,4) 的 符号 相同 ,而 调整 例 2 
中 a,b,c,d,a,B 的 大 小 及 e 的 符号 ,可 使 定理 5.2, 定 理 5. 3 的 条 
件 满足 ,从 而 可 使 系统 (5. 2) 至 少 产生 两 个 极限 环 . 

评注 关于 同 宿 环 的 稳定 性 , 早 在 1923 年 Dulac 就 曾 在 右 端 
为 解析 的 条 件 下 用 所 谓 半 正 则 函数 进行 过 研究 ,并 得 出 了 粗 情况 
下 同 宿 环 稳定 性 的 判 据 ( 8 3 中 定理 3. 2)( 见 参考 文献 [17]). 1958 
年 A. A. Andronov 等 在 参考 文献 [2] 中 把 条 件 减弱 为 假设 方程 右 
端 是 C' 的 ,用 讨论 后 继 函 数 的 方法 又 重新 证 明了 这 一 定理 . 1963 
年 参考 文献 [32] 在 右 端 为 C! 的 条 件 下 给 上 述 定理 一 个 很 直观 的 
证 明 . 从 参考 文献 [32] 的 证 明 中 可 以 很 清楚 地 看 出 ,为 什么 在 粗 情 
况 下 ( 即 ce 闪 0 时 ), 仅 用 鞍点 本 身 的 信息 就 可 决定 同 宿 环 的 稳定 
性 . 1982 年 参考 文献 [20] 中 又 给 出 上 述 定理 一 个 面 勇 全 新 的 处 
理 . 不 过 在 参考 文献 [20] 和 [32] 中 的 证 明 都 要 用 到 8$ 3 中 定理 
3. 1;, 而 这 是 参考 文献 [2] 在 计算 后 继 函 数 的 导数 时 导出 的 ,因此 此 
文献 中 的 工作 是 基础 性 的 . 1968 年 L. A. Cerkas 在 参考 文献 [33] 
中 假设 右 端 为 C? 的 条 件 下 ,引进 局 部 坐标 又 重新 证 明了 上 述 定理 
并 将 他 的 方法 推广 获得 了 粗 情况 下 异 宿 环 稳定 性 的 判 据 ($3 中 
定理 3. 5) ,这 一 结果 在 从 同 宿 环 的 稳定 性 转向 研究 异 宿 环 的 稳定 
性 时 可 以 说 起 了 路 标的 作用 . 在 参考 文献 [36] 中 用 旋转 向 量 场 的 
方法 也 给 予 上 述 定 理 一 个 新 的 证 明 , 但 综观 全 部 结果 和 研究 此 问 
题 的 过 程 , 以 参考 文献 [20],[32] 和 [33] 中 的 三 种 方法 最 有 特色 和 
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启发 性 ,而 参考 文献 [2] 中 的 工作 则 是 三 者 的 基础 . 尽管 从 1923 年 
到 1983 年 后 这 60 多 年 中 上 述 定理 被 用 各 种 方法 反复 证 明 ,并 且 
对 同 宿 环 的 稳定 性 研究 也 已 进展 到 异 宿 环 上 ,但 对 于 临界 情况 的 
研究 ( 即 co。=0 的 情况 ) 却 始终 未 有 进展 . 1985 年 冯 贝 叶 和 钱 敏 在 
参考 文献 [34] 中 解决 了 这 一 问题 ($ 3 中 定理 3. 4) ,其 主要 方法 是 
使 用 了 C'-Hartman 定理 ($ 3 中 定理 3. 3) 和 把 后 继 函 数 分 段 加 
以 拼接 . 后 来 参考 文献 [39] 中 也 采用 了 此 方法 . 尽管 C'-Hartman 
定理 本 身 很 重要 ,但 叙述 并 证 明 这 一 结果 的 文献 并 不 多 ,在 参考 文 
献 [20] 中 只 叙述 并 证 明了 通常 的 Hartman 定理 . 在 参考 文献 [42] 
中 曾 专 有 一 章 讨论 光滑 线性 化 问题 但 未 给 出 证 明 ;Hartman 本 人 
在 参考 文献 [44] 中 以 及 Bo Den 在 参考 文献 [43] 中 都 曾 对 二 维 情 
况 给 出 光滑 线性 化 的 证 明 , 但 都 相当 繁 ; 冯 贝 叶 在 参考 文献 [31] 中 
给 出 了 一 个 较 简 单 的 证 明 . 在 文献 [34] 之 前 马 知 恩 等 在 参考 文献 
[36] 中 已 证 明了 积分 o 在 临界 情况 下 的 收敛 性 ,这 为 文献 [34] 中 
的 结果 的 表述 扫 清 了 障碍 . 1990 年 冯 贝 叶 又 将 他 的 方法 加 以 推 
广 ,在 参考 文献 [35] 中 解决 了 临界 情况 下 异 宿 环 的 稳定 性 ,其 结果 
包括 了 上 面 所 提 到 的 全 部 有 关 同 、 异 宿 环 稳定 性 的 结果 ( 8$ 3 中 定 
理 3. 6). 罗 定 军 、 韩 茂 安 .朱德 明 在 参考 文献 [40] 中 对 8 3 中 定理 
3.4 给 出 了 新 的 更 简单 的 证 明 ,但 是 他 们 的 方法 难以 推广 到 临界 
情况 时 的 异 宿 环 上 . 关于 同 、 异 宿 环 破裂 后 的 相互 位 置 的 判 据 最 早 
是 由 Melnikov 于 1963 年 在 参考 文献 [32] 中 对 非 自 治 系统 给 出 ， 
冯 贝 叶 和 钱 敏 根据 他 的 方法 讨论 了 自治 系统 ,得 出 了 § 4 中 定理 
4.1, 并 结合 $3 中 定理 3. 4 给 出 了 同 宿 环 分 支出 极限 环 的 解析 判 
据 (8$5 中 定理 5. 1). 袁 晓 凤 在 参考 文献 [37] 中 讨论 了 二 阶 
Melnikov 函数 及 其 应 用 ,并 明确 给 出 了 计算 二 阶 Melnikov 函数 
的 公式 ;孙建华 则 在 参考 文献 [38] 中 用 较 简 明 的 记 法 讨论 了 一 般 
的 高 阶 Melnikov 函数 . 关于 分 支 极限 环 的 唯一 性 ,最 早 是 由 A. 
A. Andronov 等 在 参考 文献 [2] 中 对 粗 情 况 (co 闪 0) 给 出 了 证 明 
(§ 5 中 定理 5. 5). 该 文献 中 并 举例 说 明 对 于 临界 情况 ce 一 0 唯一 
317 


性 可 以 不 成 立 . 因此 研究 者 一 般 都 认为 关于 唯一 性 的 结果 已 到 此 
为 止 了 . 但 是 1990 年 罗 定 军 和 朱德 明 在 参考 文献 [39] 中 , 韩 茂 安 
和 李 良 应 在 参考 文献 [46] 中 又 证 明了 新 的 唯一 性 定理 ($5 中 定 
理 5.6), 这 些 结果 加 强 了 8 5 中 定理 5. 1. 本 章 各 定理 的 证 明 综合 
采用 了 上 述 各 文献 中 的 技巧 ,这 里 就 不 一 一 指出 了 . 

限于 篇 幅 , 关 于 同 、 异 宿 环 分 支 的 一 些 新 的 进展 未 能 收入 本 
章 ,我 们 仅 向 有 兴趣 进一步 钻研 的 读者 指出 有 关 的 进展 和 查找 文 
献 的 线索 如 下 : 冯 贝 叶 在 参考 文献 [31] 中 讨论 了 无 穷 远 分 界线 的 
稳定 性 、 无 穷 远 同 宿 环 的 Melnikov 判 据 ,以 及 从 无 穷 远 分 界线 分 
支出 极限 环 的 解析 判 据 ;从 同 、 异 宿 环 分 支出 同 、 异 宿 环 的 条 件 , 以 
及 空间 同 宿 环 的 稳定 性 . 朱德 明 在 参考 文献 [45] 中 把 Melnikov 函 
数 推广 到 了 高 维 空间 ; 韩 茂 安 等 在 参考 文献 [41] 中 则 进一步 讨论 
了 同 宿 环 分 支 极限 环 的 个 数 , 唯 二 性 ,以 及 两 点 异 宿 环 分 支 极限 环 
的 唯一 性 等 问题 . 

关于 同 、 异 宿 环 的 分 支 还 有 一 些 问题 尚未 解决 . 稳定 性 方面 可 
进一步 研究 第 二 临界 情形 (o。==o==0) 时 同 宿 环 的 稳定 性 . 如果 记 
二 o, 并 用 os 表示 下 一 个 判定 量 ,也 就 是 要 问 , 当 c==? 时 此 情形 
也 可 提出 分 支 极限 环 的 唯一 性 问题 . 关于 自治 系统 (至 少 是 三 维 ) 
产生 混沌 的 解析 条 件 ,目前 几乎 完全 是 空白 , 仅 有 的 结果 是 
Silnikov 定理 ,但 是 该 定理 要 求 系统 存在 同 宿 环 , 因 此 关于 空间 系 
统 同 宿 环 的 存在 条 件 也 是 一 个 很 有 意义 的 问题 . 此 外 ,关于 从 空间 
同 宿 环 分 支出 所 谓 的 (“周期 ”) 加 倍 同 宿 环 和 极限 环 的 解析 条 件 也 
是 一 个 空白 点 ,在 这 方面 还 有 很 多 工作 可 探讨 ,有 兴趣 的 读者 可 参 
看 参考 文献 [47]. 另外 ,临界 情况 下 空间 同 宿 环 的 稳定 性 ( 粗 情况 
下 稳定 性 的 判 据 可 见 参 考 文献 [31]) 是 否 有 类 似 于 平面 情况 的 判 
据 ?( 或 者 说 平面 临界 同 宿 环 的 稳定 性 的 判 据 是 否 能 推广 到 空间 ?) 
这 也 是 一 个 有 待 解决 的 问题 . 
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第 十 一 章 高 维 问 题 


$1 离散 动力 系统 


先 证 明 一 个 代数 方面 的 结论 . 

引 理 1.1 设 了 是 ” 维 向 量 空间 巨 上 的 线性 算 子 . 则 以 下 结 
论 等 价 : 

(1) 对 一 切 rEE, 有 

limT"z = 0. (1.1) 

(2) T 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1. 

(3) 及 的 一 组 基 和 相应 的 模 ,及 一 个 数 K<1, 使 得 对 一 切 
XIEE, 有 

ITzl < xlzl. 

证 明 由 结论 (3) 可 得 结论 (1) 是 显然 的 . 由 结论 (1) 得 结论 
(2) 可 以 用 反 证 法 . 设 算 子 T 有 实 特征 值 4,14| 之 1, 则 对 于 4 的 特 
征 向 量 z, 有 7T"r+=X'zr, 于 是 式 (1. 1) 不 成 立 . 若 T 了 有 复 特征 值 \， 
|4| 宇 1, 则 对 工 的 复 扩张 作 类 似 的 讨论 ,也 可 得 到 与 式 (1. 1) 有 了 矛 
盾 . 下 面 我 们 证 明 由 结论 (2) 可 推出 结论 (3). 

将 空间 EE 嵌入 复 扩张 E., 将 T 开拓 为 复 空间 E.。 上 的 复线 性 
算 子 T.， 

T.-(z 十 iy)=Tz 十 iTy. 
只 要 在 复 扩张 E. 上 找到 结论 (3) 中 所 需 的 模 , 再 把 它 限制 到 实 空 
间 E 上 就 可 得 到 结论 (3). 

将 E. 表 为 算 子 T. 的 广义 特征 向 量 空间 Fi 的 直 和 , 则 F 在 

T. 的 作用 下 不 变 . 当 xEE. 时 ,定义 
lzl= 2 ll, 
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其 中 EF, >)x=x. 于 是 ,可 以 只 在 上 证 明 结论 (3), 或 设 
7. 只 有 一 个 特征 值 4. 
现在 设 T, 的 Jordan 型 只 有 一 个 Jordan 块 
A 
1 4 
1 
A 
我 们 可 以 像 在 第 六 章 开始 的 引 理 中 那样 ,对 任意 的 s 之 0, 取 一 组 
基 忆 = {e,…,e), 使 了 .的 矩阵 有 以 下 形式 
A 


€ 


eA 


对 这 组 基 定 义 E. 的 模 如 下 : 车 zEE,z=S ae 令 
|z| = max {|a|}. 
1<j<n 


不 难 验算 
IT.z| 和 (ll 十 e)lz|. 
由 结论 (2) 有 | 4 |<1, 所 以 可 以 选 e>>0, 使 得 
lAl+e=p<1. 

结论 (3) 得 证 . 引 理 证 完 . 

定义 W 是 E 中 的 开 集 ,映射 g : W 一 E 是 连续 可 微 的 , 则 
称 g,g*,g，，… 为 一 个 离散 动力 系统 . 也 简称 为 离散 动力 系统 g. 

若 EW 使 8(z)= 三 , 则 称 三 为 离散 动力 系统 g 的 不 动 点 . 

例如 ,考虑 向 量 场 f 的 流 gp,(z), 设 p.(0) 是 闭 轨 7, 周 期 为 4,4 
0. 过 O 作 了 的 截 割 5, 显 然 :=X4 时 ,pg,(0)=0 在 S 上 .根据 第 四 
章 8$ 5 中 介绍 的 截 割 的 性 质 ,存在 点 O 的 一 个 邻 域 U, 与 UV 上 的 
一 个 连续 可 微 函数 r(z),r : U 一 R', 使 
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gen(T) ES (对 一 切 x € UV), 

且 r(0) 王 人. 

令 So=Vns. 在 So 上 定义 
映射 g : So 一 S ,又 

SCz) = prn 7). 

于 是 g,g ,g',… 是 截 制 S$ 上 的 
一 个 离散 动力 系统 . 称 8 为 闭 轨 
7Y 的 一 个 Poincare 映射 . 显然 O 
是 它 的 不 动 点 ( 见 图 11. 1). 

注意 ,在 第 三 章 8$ 3 中 的 后 
继 函 数 fc) 是 闭 轨 P。 的 一 个 
Poincaré 映射 . 图 11.1 

定义 ”离散 动力 系统 g 的 不 动 点 芒 称 为 是 渐 近 稳定 的 ,如 果 芯 
的 每 一 个 邻 域 U(UCW), 包 含 一 个 5 的 邻 域 Ui, 使 gCU1)CU, 并 
且 对 一 切 XEU1, 有 


limg"(z) = z. 


离散 动力 系统 g 的 不 动 点 三 称 为 是 5 的 汇 ,如 果 g 在 三 处 的 
导 算 子 Dg(z) 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1. 

定理 1. 1 设 z 是 离散 动力 系统 g: W 一 EE 的 不 动 点 .车 
De(z) 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1, 即 是 g 的 汇 , 则 是 源 近 
稳定 的 . 

证 明 根据 定理 的 假设 ,应 用 引 理 1. 1 可 知 ,存在 上 的 一 
个 模 与 某 一 个 数 <1, 使 对 一 切 zEE, 有 

IDg(z)z| < plzl. 

由 导 算 子 的 定义 ,对 @ 一 +, 存在 z 的 邻 域 V, 使 当 zEV 
时 ,有 

lg(Cz) — g(z)| < |IDe(z)(r— 7)|+elzr—z|. 
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注意 8(7z) 一 ,再 由 上 面 的 不 等 式 与 4 十 6 一 ] 一，<1 就 得 
到 不 等 式 
lg(xr)— |<vlr-zi, (1.2) 
对 一 切 rEV 成 立 . 
对 三 的 任 一 邻 域 U, 取 UU 是 以 工 为 中 心 ,r 为 半径 的 小 球 , 且 
UCUnNYV. 由 不 等 式 (1.2) 可 见 
g(U) CUICU. 


又 对 一 切 zxEU 有 
[gr) 一 到 | 入 品 | 一 到 | 
因为 二 1, 于 是 有 
limg"(x) 二 工 , 


§ 2 闭 轨 的 稳定 性 . 渐 近 稳定 性 . 周期 吸引 子 


邻 W 是 R" 中 的 开 集 ,f : W 一 R" 是 连续 可 微 的 .方程 
z= f(z) (2.1) 
的 流 记 作 9- 
定义 7 是 方程 (2.1) 的 闭 轨 . 称 7 为 稳定 的 ,如 果 对 W 内 任 
一 开 集 U,UD7, 存 在 一 个 开 集 Uni ,YCUCU, 使 对 一 切 上 >0, 皆 
有 yg.(U1)CU. 称 7 为 渐 近 稳定 的 , 若 再 有 , 当 xEU, 时 ,有 
im dz) ,7) 一 0. 


显然 ,平面 上 的 稳定 极限 环 都 是 渐 近 稳定 的 闭 轨 . 
为 研究 闭 轨 的 性 质 , 先 讨论 闭 轨 7 的 Poincare 映射 g 的 性 
质 与 它 的 关系 . 
为 简单 起 见 , 设 O 在 闭 轨 7Y 上 . 取 S 为 /在 O 的 截 制 ,于 是 
Poincaré 映射 g 以 O 为 不 动 点 . 
命题 1 若 xESo, 使 
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limg"(z) 一 0， 


lim d(g.(7).7) = 0. 
证 明 由 所 设 , 对 一 切 n,g"(z) 有 意义 . 所 以 
g (1)=7, € So 
令 rTr(r,)==t, 因为 +r 连续 ,x,>0, 所 以 
r(ro) 一 rz 一 r(0) 王 人 
该 4 即 是 闭 轨 7 的 周期 . 从 而 正 数 集合 {r,} 有 上 界 亏 
由 流 的 连续 性 及 zr,0, 所 以 对 任意 es 之 0, 存 在 自然 数 N ,使 
当 m>>N,sE[o,z] 时 ,有 
|9,(x.) — 9.(0)| < e. 
由 于 级 数 > )r, 发 散 (7, 一 4 0) ,根据 流 的 性 质 ,对 任意 /之 0， 
可 以 找到 一 个 整数 n(1) 与 一 个 正 数 s(1)E [0,7], 使 
PAT) = Pin (Tr), (2.2) 
并 且 :一 十 co 时 m(t) 一 cc. 
于 是 ,存在 T, 当 z>> 人 时 ,mi)>N, 从 而 
d(p(7),7) 委 pz) 一 Jo(0)| 三 190o(Czo) 一 Po(0)| < e. 
这 就 是 所 要 证 的 . 
命题 2 若 z 的 不 动 点 O 是 一 个 汇 , 则 yY 是 渐 近 稳定 的 . 
证 明 按 闭 轨 渐 近 稳定 的 定义 ,对 7 的 任 一 开 邻 域 U 来 找 开 
集 [7 
先 构 造 U. 由 流 的 连续 性 ,存在 7 的 一 个 邻 域 N,NCU ,使 当 
XEN, || 二 24(4 是 闭 轨 7 的 周期 ), 就 有 
VCz) EU. 
令 且 是 E 内 包含 截 割 5 的 超 平面 ( 矿 比 EE 低 一 维 1). 因 O 
是 g 的 汇 , 像 在 定理 1. 1 中 得 到 不 等 式 (1. 2) 一 样 ,存在 空间 五 的 
一 个 模 和 点 O 在 空间 五 内 的 一 个 邻 域 V,VC5。, 使 当 zxEV 时 ， 
有 
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lg(z)| <vlzl, (2.3) 
其 中 常数 v 过 1. 
Ui 令 Pp 二 0,p 充分 小 ,使 五 内 的 
球 B,(O 为 中 心 ,p 为 半径 ) 在 VN 
内 . 并 且 , 当 xEB。, 时 ,rCz)<<24. 
定义 开 集 U1( 见 图 11.2) 如 下 : 
Ui={y|ly=9.(7) ,rE B,,t>0). 
再 证 明 U, 满足 渐 近 稳定 性 定义 中 
图 11.2 的 要 求 . 
首先 ,U' 显然 是 7 的 邻 域 . 
其 次 ,U1CU. 这 是 因为 车 yEU', 则 存在 xz€ B。,t>0, 使 
9 (7T)=y. 
由 于 BsCV ,所 以 对 点 xz, 不 等 式 (2. 3) 成 立 . 从 而 gCz)E Bo. 再 用 
不 等 式 (2. 3) 可 得 ,对 一 切 n 
lg"(z)| vlzl. (2. 4) 
于 是 g'(x)=zx,€ B,. 
像 在 命题 1 中 得 到 等 式 (2. 2) 一 样 ,也 可 以 找到 整数 n(z) 与 正 
数 s(z)E (0,24) ,使 
y= (7) = po (Zoo ). 
因为 zw EBoCN, 又 |s(2)|<<24. 由 入 的 定义 ,yEU. 
最 后 ,对 一 切 yEL, 当 上 一 十 co 时 ,有 
d(g.(y),7) 一 0. 
这 是 因为 ,由 不 等 式 (2.4) 知 , 当 zEB。 时 
limg"(z) = 0. 
根据 命题 1, 对 一 切 zxE B,, 有 
lim dlp.(x),7) 一 0. 
而 对 任意 yEU1, 有 xEB, 与 ;>0 使 y=9,(x), 从 而 
PCy) = 9.(9.(7)) = p47). 
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命题 2 证 完 . 

下 面 定理 2. 1 将 给 出 闭 轨 有 渐 近 稳定 性 的 -一 个 判断 方法 . 看 
起 来 它 类 似 于 : 若 导 算 子 Df(z) 的 个 特征 值 丝 有 负 实 部 , 则 平 
衡 点 工 渐 近 稳定 . 但 是 应 用 它 可 不 像 判断 平衡 点 工 的 渐 近 稳定 性 
那样 方便 ,因为 需要 知道 方程 的 流 . 

定理 2.1 设 7Y 是 方程 (2.1) 的 闭 轨 ,周期 是 4. 若 有 点 p,pE 
7, 使 线性 映射 Dp,(p) 有 一 1 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1, 则 7 是 渐 
近 稳 定 的 . 

在 证 明定 理 之 前 , 先 指出 如 下 两 件 事 实 . 

(1) 车 有 点 p,pPEY, 使 Dp.(p) 有 上 述 性 质 , 则 对 任意 点 g,g 
坟 p,9E7, 也 使 Dp,(q9) 有 上 述 性 质 . 

这 是 因为 ,由 g&€7 得 知 g=9,(p),a 是 某 个 实数 .根据 计算 导 
算 子 的 锁链 法 则 ,有 

Dpi(p) = Dy-_.9:9.(p) = Dp_-。(9)， Dpi(qg) 。D9。( 户 ). 
又 不 难 验算 

Dp-.(q) = [Dy.(p)]™. 

所 以 Dpi(q) 与 Dpi(p) 相 似 . 

(2) 1 总 是 算 子 Dp(p) 的 一 个 特征 值 . 

为 此 只 要 证 明 有 向 量 ,使 

Dp(p)é=é&. 
由 导 算 子 的 定义 有 
pp + Ap) — Ppp) = Dp(p) :Ap +ol(lApl). 
令 p 十 Ap 也 在 Y 上 ,于 是 上 式 变 为 
Ap = Dp(p) * Ap + ol|Ap1). 

从 而 


Ap ,ollAp|) 
IAp| IApl 


Ap 
[Ap] Dep,(p) 


因为 |Ap|-~0 时 ， ee 所 以 向 量 f(p) 使 
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f(p)=D9i(p)* f(p). 
定理 2. 1 的 证 明 设 0E7. 根 据 定理 的 假设 以 及 上 面 指 出 的 
事实 ,把 空间 E 分解 为 
E=F+H, (2.5) 
其 中 下 是 由 DPCo) 的 特征 值 1 的 特征 向 量 /(0) 所 生成 的 ; 吾 是 
相应 于 Dy.(0) 的 绝对 值 小 于 1 的 特征 值 的 特征 向 量 空间 ,是 无 的 
-- 个 "一 1 维 的 子 空间 .五 与 在 Dypi(0) 的 作用 下 都 是 不 变 的 . 
显然 ,限制 Dp;(0) 在 玉 上 得 到 的 映射 Dp,(0) 1 的 一 切 特 
征 值 的 绝对 值 都 小 于 1. 
令 SCH,S 是 f 在 O 处 的 截 割 , g : S,->S 是 一 个 Poincarc 
映射 . 我 们 来 证 明 
Dg(0) = Dp;(0) IH. (2.6) 
因为 gCz) 一 pruo(Cz), 其 中 zxESor:So 一 Rir(O) 一 久 .所 以 
由 复合 函数 微 商 公 式 , 即 可 将 式 (2. 6) 化 为 
De(o) = (Gp(0) + Dr(0) + DpaC0)]| Ia .7 
为 了 计算 Dr(0) ,注意 r(z) 是 方程 Cg:(z)) 一 0 所 确定 的 隐 
函数 ,其 中 hh :E>R', h(xz)==0 的 充 要 条 件 是 xzE HH( 第 四 章 


$ 5). 所 以 有 恒等式 
hl(gin (7)) 三 0. 


将 恒等式 的 两 端 在 空间 已 内 z=0 处 对 并 求 微 商 , 得 
Dh gC0)) + hg(0))Dr(0) = 0. (2.8) 


上 式 中 的 hcg(0)S 0. 这 是 因为 


Fh.(0)) EZXO) hf Cg.(0))) 
= hfCO)). 
而 f(0) 多 孚 ,所 以 h(f(0)) 闪 0. 
另外 ,不 难 按 导 算 子 的 定义 得 到 以 下 关系 式 
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Dh (gi(0))7 = h (Dg(0)7). 

因为 当 rE 妃 时 .DPCO)zE 瑟 ,所 以 上 式 右 端 为 零 . 从 而 左 端 的 
导 算 子 Dh(g1(0)) 1H=0. 

根据 以 上 讨论 ,由 式 (2. 8) 得 

Dr(O) IH=0. 

再 由 式 (2.7) 就 可 得 到 所 要 证 明 的 式 (2. 6). 式 (2.6) 指 出 ,g 的 不 
动 点 O 为 汇 . 由 命题 2,7 是 渐 近 稳定 的 . 定理 2. 1 证 完 . 

定义 若 7 是 以 4 为 周期 的 闭 轨 ,有 一 点 pE7Y, 使 Dyi(p) 有 
n 一 1 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1, 则 称 7 为 周期 吸引 子 . 

事实 上 ,上 面 的 定理 2. 1 已 经 证 明了 周期 吸引 子 一 定 是 渐 近 
稳定 的 闭 轨 . 

定理 2.2 设 7Y 是 周期 吸引 子 , 若 lim dly.(z),7) 二 0, 则 存在 
唯一 的 一 个 点 zE7, 使 lim |g.(z) 一 9.(z)|=0. 

证 明 如 定理 2. 1 中 一 样 , 设 OEY; 又 妃 ,g 与 + 也 如 同 定理 
2.1 中 所 述 . 

无 妨 对 zxE 5。 来 证 明 ,因为 凡 趋 于 y 的 轨道 都 与 S。 相交. 又 
不 难看 出 ,为 了 证 明定 理 只 要 证 明 存在 唯一 的 zE7, 使 

PurT) xz (= pulz)). 


将 pu(z) 表 示 如 下 : 
pult) = 9 (g(r)) (n= 1,2,.%), (2.9) 
其 中 
4 二 ti 三 刀 十 T(g" (z)). (2. 10) 


这 是 因为 式 (2. 9) 的 左 端 = Po-m(Cz) = Pig。 (8 "(ZT)), 而 右 
端 = pi(g (8 (7))) = 9 pur 1 (8 (7)). 
因为 7 是 周期 吸引 子 ,定理 2. 1 的 证 明 中 曾 指 出 ,g 的 不 动 点 
O 是 汇 . 由 定理 1. 1 的 证 明 可 知 ,有 五 的 一 种 模 , 和 0O 的 一 个 邻 域 
V ,使 当 xEV 时 ,有 
IgGCr)| 委 由 zl， (2.11) 
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其 中 常数 v 过 1. 由 此 可 知 g"Cz) 一 0. 
因为 Dr(0)| 必 =0( 定 理 2. 1 中 已 证 明 ). 所 以 对 任意 se 之 0, 只 
要 xE 瑟 ,1z| 充 分 小 就 有 
lr(Cz) 一 外 王 |r(Cz) 一 r(0)| 委 elzl， 
再 由 式 (2. 10) 与 (2. 11) 就 得 到 ,对 一 切 n, 有 


Ill elge (rz)| er lzl. (2.12) 
所 以 ,{t,} 是 Cauchy 序列 ,存在 实数 使 1 一 工 . 
令 z=gi(0), 就 有 


PulT) 一 9 (8 (7)) > zx. 
并 且 当 e 和 |z| 充 分 小 时 ,由 不 等 式 
EE IE 让 
可 知 ,序列 gu(z) 一 gue"(z)) 在 O 附 近 , 从 而 知 点 < 在 O 附 近 


定理 2. 2 证 完 . 
定义 轨道 g,(z) 与 9.(z) 满 足 关系 式 


lim |P(Cz) — 9.(z2)| = 0, 


则 称 它们 是 同步 的 . 
最 后 ,应 用 定理 2. 1 讨论 二 维系 统 
i=P(r,y), 
y =Q(r,y) 
的 闭 轨 7 的 稳定 性 . 


因为 此 时 Dp,(0) 是 一 个 二 维和 矩阵 ,又 一 定 有 一 个 特征 值 为 1， 
所 以 定理 的 条 件 成 为 Dp,(0) 有 一 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1. 根据 
前 面 的 讨论 可 知 , 闭 轨 7 的 法 线 可 取 为 子 空间 五. 而 第 三 章 8 3 中 
的 后 继 函 数 f(c) 就 是 这 里 的 Poincare 映射 g(x). 因为 这 时 
Di(0)| 妃 =Dg(0)= 户 (0), 于 是 , 闭 轨 7 稳定 的 充分 条 件 就 是 

IPPCo)1<<1. 
这 正 是 在 第 三 章 8 3 中 曾 得 到 的 条 件 
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[Pc p00) + Q' 90) ,gd < o. 


§ 3 三 维 Hopf 分 支 定理 


为 了 讨论 三 维 Hopf 分 支 定理 , 先 介 绍 流 的 中 心 流 形 定理 . 

流 的 中 心 流 形 定理 令 W 是 R" 内 原点 O 的 邻 域 ,8$.(1 宇 0) 
是 流 . 8: W 一 R",@,(0)=0,@,(z) 对 1 与 是 C*1 的 . 设 

DG CO) : R"—R", 

它 的 特征 值 或 在 单位 圆 上 ;或 在 单位 圆 内 , 当 之 0. 令 已 是 单位 圆 
上 那些 特征 值 相应 的 特征 向 量 空间 . 则 存在 R" 中 原点 O 的 一 个 
邻 域 V 和 一 个 C 的 子 流 形 M,OE MCV,M 与 H 同 维 数 , 且 在 
原点 0 与 于 相 切 ,使 

(1) 若 rEM,t>0 又 @B(z)EV, 则 @(r)EM. 

(2) 车 t>0, 名 (z+) EV, 当 n=0,1,2,…, 则 当 n 一 oo 时 (zx) 
一 M. 
定理 证 明 从 略 .为 了 加 深 对 定理 的 印象 ,看 一 个 简单 的 例子 . 
根据 导 算 子 的 定义 

Bz) — $0) = DG@,(O)z 十 o(Clzl)、 
当 我 们 考虑 流 B.(z) 二 e*z 时 ,显然 有 
DG.(0)z 一 ez， 

从 而 D8,(0)==e”*. 如 果 和 矩阵 4 有 以 下 形式 
0 一 0 
Bp 0 0|， 
0 0 9 


和 到 


其 中 6<0. 则 


sinBt cosp 0|. 
0 0 e 


D®$,(0) =e* = 


cosBt — sinBt | 
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于 是 DB,(0) 的 特征 值 是 e#* ”与 e 
显然 , 流 @(z) 一 ez 满足 定理 的 一 
切 条 件 ,并 且 B(x)=e*x 对 1 与 x 
是 C'"' 的 ,其 中 的 & 可 以 是 任意 正 
整数 . 此 时 ,相应 于 模 为 1 的 特征 值 
e*? 的 特征 向 量 空间 如 是 向 量 

1 0 


0 


生成 的 ,是 xi-zz 平面, 即 平面 zx: 一 
0. 


图 11.3 


根据 流 的 中 心 流 形 定 理 , 存 在 
R? 中 原点 O 的 一 个 邻 域 V 与 一 张 光滑 程度 任意 指定 (4 是 任意 正 
整数 !) 的 曲面 M( 见 图 11. 3),OE MCV ,M 在 原点 O 与 有 H 相 切 . 
对 于 这 个 具体 的 例子 ,曲面 M 就 是 五 : zx, 二 0. 因为 此 时 流 B(x) 
一 ez, 即 
xicospi 一 zssinpBt 
Dr) = |xisinpBt 十 rzcospBt 


ea 
显然 , 从 平面 五 : xz3=0 上 出 发 的 轨 线 , 当 t 习 十 时 总 在 及 上 ; 
从 尼 中 任 一 点 出 发 的 轨 线 , 当 1> 十 时 ,都 趋 于 平面 H : zx,=0. 

下 面 用 Liapunov 第 二 方法 证 明 三 维 Hopf 分 支 定理 . 

定理 3.1 设 开 集 WCR’,W 包含 原点 , f: WX (一 h,h) 王 
R*,f/ 解析 . 又 设 方程 

= f(r,4) (3. 1)， 
对 任意 以 原点 O= (0,0,0) 为 平衡 点 , 当 一 0 时 ,方程 (3. 1)。 的 
右 端 f(z,0) 在 z=0 处 的 导 算 子 DF(0,0) 以 士 i8(0) ,6(0) 为 特征 
值 ,8(0) 盖 0,6(0) 一 0. 
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如 果 平 衡 点 (0,0,0) 当 4 一 0 时 是 渐 近 稳定 的 ,而 4 之 0 时 是 不 
稳定 的 (产生 失 稳 !), 则 对 充分 小 的 4,4>0, 方 程 (3. 1); 在 原点 附 
近 有 渐 近 稳定 的 朵 轨 . 

证 明 由 定理 假设 可 知 ,对 充分 小 的 0, 方 程 (3. 1), 右 端 
函数 f(x, 和 ), 在 z=0 处 对 的 导 算 子 DFC0O,a) 以 eCh) 士 i8(Gh) 与 
6(1) 为 其 特征 值 , 其 中 ec(0)=0, 8(2)>>0, (00 一 5 一 0. 

先 设 导 算 子 DA(0.4) 有 标准 形式 

[2 一 BC) 0 
Df(0,4) = 18G) a(2) a (3.2) 
Lo 0 6 
考虑 (zi,zzyzay) 四 维 空间 中 的 微分 方程 
fir Ts)s 
Zs = f(x Ts Ts) 
fr A C3. 3) 
4h = /Crivririh) = 0. 
方程 右 端的 函数 仍 简单 地 记 作 f(z,4) ,显然 它 在 +=0,4=0 处 的 


导 算 子 DA(0,0) 有 以 下 形式 
0 一 8O0) 0 0 
Bl0) 0 0 0 
Df(0,0) = ， 
ES 0 0 60) 0 
0 0 0 0 


这 个 导 算 子 以 士 i8(0) ,6(0) 与 0 为 特征 值 . 
设 gz,) 是 方程 (3. 3) 的 流 ,因为 流 的 导 算 子 是 导 算 子 的 流 ， 
所 以 有 
Dp) = DJtz,Dleo-acaDw(rD， 


因为 +=0,4=0 是 方程 (3. 3) 的 平衡 点 ,有 9 (0,0) 王 (0,0), 所 以 


和 矩阵 Dp,(0,0) 满 足 微分 方程 
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Dg.(0,0) = D/C0,0) + Dp(0,0). 


又 注意 Dp,《0,0)==7, 所 以 Dp,(0,0) 是 线性 方程 
=Df(0,0)zr 

的 基本 解 矩 阵 . 于 是 

cosB(O)t 一 sin8(0O) 0 0 

sinB(CO)z cosB(O)t 0 0 

0 0 0 

0 0 0 1 
即 Dp,(0,0) 以 e**” ,ex 与 ] 为 特征 值 . 总 之 , 流 p,(zx,) 满 足 流 
的 中 心 流 形 定 理 的 一 切 条 件 . 于 是 令 妃 是 Dp,(0,0) 在 单位 圆 上 
的 特征 值 s* "与 ] 的 特征 向 量 所 张 的 三 维 子 空间 ,该 子 空间 为 
Zi 二 0. 根据 流 的 中 心 流 形 定理 ,存在 原点 (0,0,0,0) 的 邻 域 V 和 
三 维 曲 面 M( 可 取 曲 面 M 有 任意 指定 阶 的 光滑 性 ,因为 流 9.Cz,4) 
是 解析 的 ),OE MCV ,M 在 原点 与 H 相 切 ,使 得 

(1) 车 (z,DEM,t>0 时 (zr,NDEV, 则 9.(z,VDEM. 

(2) 车 1 之 0,9m《z,A 和 )EV, 对 n=0,1,2,…, 则 当 n 一 oo 时 ， 
ni《(z,4) 与 M 的 距离 趋 于 零 . 

因 M 与 吾 相 切 , 记 M 的 方程 为 zx: 一 zsCziyzzyh). 令 和 充分 
小 ,AM 表示 曲面 M 与 平面 4= 之 交 , 于 是 Mi 是 二 维 曲面 x,= 
Xsa(X1rT2,h), 这 样 得 到 一 族 二 维 曲 面 M,- 

下 面 指出 及 中 的 曲面 族 M, 的 两 条 性 质 . 首先 ,对 充分 小 的 
Mu 过 点 (zi,za,zri) 一 (0,0,0), 即 xz;(0,0,) 二 0. 这 是 因为 ,对 
充分 小 的 为 ,点 (0,0,0,h)EV. 又 (0,0,0,‰) 是 方程 (3. 3) 的 平衡 
点 ,所 以 对 1 之 0,n=0,1,2,…， 

gi(0,0,0,h)=(0,0,0,%)EV. 
根据 流 的 中 心 流 形 定理 结论 (2), 点 (0,0,0, 加 ) 一 limg,(0,0,0,h) 
应 该 在 M 上 , 即 x,(0.0,h)==0. 所 以 点 (0,0,0) 在 Mu 上 . 
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Dgy,(0,0) = ep'oo = 


更 重要 的 是 这 第 二 个 性 质 . 若 (z ,加 )EM, 又 对 1 之 0,91(r,h) 
EV , 则 由 流 的 中 心 流 形 定理 知 .p,(x,h)€ M. 但 注意 到 ==0, 即 
+ 变化 时 4 不 变化 ,所 以 当 1 二 0 时 ,pi(7,h)E Ma 也 就 是 说 ,对 充 
分 小 的 4, 方程 (3. 1); 从 曲面 M; 上 出 发 的 轨 线 在 原点 附近 时 ,总 
在 曲面 M, 上 . 

因为 过 曲面 M; 上 原点 附近 的 每 一 点 有 方程 (3. 1) 的 轨 线 在 
Mi 上 ,所 以 M, 的 法 线 与 向 量 场 (x,4) 垂 直 . 由 此 可 知 ,曲面 Mi 
的 方程 z3 二 Tz;《zx ,zx2,4) 的 右 端 函 数 满足 下 面 的 偏 微分 方程 


or. Qa 
(zuzayray) 了 + flris rs 7s,4) 型 


一 (Crizsyzsh) = 0. 
(注意 , 若 (4) =0, 这 个 方程 正 是 第 六 章 8$ 6 的 Liapunov 定理 中 
的 方程 (6.2). ) 
将 函数 z= 二 zx;(z1,T2,4) 代 入 方程 (3. 1) 中 的 前 两 个 方程 ,得 
到 二 维 空间 及 : 中 的 方程 组 
Zi ff (Fir rTir AD) AD) 
全 CA ACHE VE 
这 个 方程 组 的 轨 线 是 方程 (3. 1) 在 曲面 M, 上 的 轨 线 在 z1-x; 平 
面 上 的 投影 . 因为 对 充分 小 的 1 有 xz3C0,0,4) 二 0, 所 以 对 充分 小 的 
4, 方 程 (3.4), 以 原点 (0,0) 为 平衡 点 . 又 不 难 计算 出 方程 (3. 4), 在 
平衡 点 (0,0) 处 的 线性 近似 方程 的 系数 矩阵 是 
ah) 一 | 
BA) xD) 
注意 a(0)==0, 所 以 方程 (3.4)。 以 (0,0) 为 中 心 型 平衡 点 . 
因为 定理 假设 原点 (0,0,0) 是 方程 (3. 1)。 的 渐 近 稳定 平衡 
点 ,因此 按 第 六 章 8 6 最 后 介绍 的 形式 级 数 法 讨论 方程 (3. 1)。 的 
平衡 点 (0,0,0) 时 .一 定 有 某 个 整数 2m ,使 C; 一 … 一 Cz。-:= 一 0, 而 
Czm 过 0. 只 要 我 们 取 中 心 流 形 M 充分 光滑 ,就 可 以 使 得 应 用 第 二 
章 8 3 所 介绍 的 形式 级 数 法 判断 方程 (3. 4)。 的 平衡 点 (0,0) 时 , 同 
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(3. 4)7 


样 地 ,有 Cs: 一 … 一 Co- 一 0, 而 Co。<<0. 并 且 得 到 一 个 函数 BCzr， 
ZX) ,使 

dg 

dt (3.4)0 
所 以 原点 (0,0) 是 方程 (3. 4)。 的 稳定 焦点 . 

因为 定理 假设 原点 (0,0,0) 是 方程 (3. 1),(4 充分 小 ) 的 不 稳定 
平衡 点 ,所 以 (4) 不 能 是 负 的 . 如 果 CA) 之 0, 则 原点 (0,0) 是 方程 
(3. 4); 的 不 稳定 平衡 点 . 如 果 a(2) 一 0, 则 再 应 用 第 六 章 8 6 中 的 
形式 级 数 法 讨论 方程 (3. 1), 的 平衡 点 (0,0,0) ,一定 有 某 个 整数 
&(GA) ,使 C: 一 … 一 Cu- 一 0, 而 Co>>0. 令 & 是 AGO) 的 上 界 ( 上 界 
& 存在 是 因为 , 若 bn 对 应 A(), 则 对 充分 接近 如 的 ,有 (CA) 委 
&(j), 由 有 限 覆 盖 定 理 可 得 4). 取 流 形 M 有 充分 高 的 光滑 程度 
(高 于 阶 连 续 可 微 ) ,就 可 以 使 得 用 判断 二 维 中 心 的 形式 级 数 法 
判断 方程 (3. 4) 的 平衡 点 (0,0) 时 ,也 有 C;=… 二 Ciw-1 二 0, 而 
Ciw 之 0. 于 是 原点 (0,0) 是 方程 (3. 4) 的 不 稳定 焦点 .总 之 ,原点 
(0,0) 是 方程 (3. 4) 的 不 稳定 平衡 点 . 

应 用 证 明 第 八 章 $ 1 中 定理 1. 1 的 同样 的 方法 (不 用 其 结果 ， 
因为 zx;《z1,z2,4) 可 能 不 解析 ,从 而 方程 (3. 4), 的 右 端 可 能 不 解 
析 ) 可 以 证 明 , 对 充分 小 的 2,4 二 0, 方 程 (3. 4); 在 原点 附近 有 渐 近 
稳定 的 闭 轨 ,其 方程 为 z==9lt,24) ,zs 二 y(t,4). 从 而 对 应 于 方程 
(3.4), 的 这 个 闭 轨 ,方程 (3. 1) 有 在 曲面 MX, 上 渐 近 稳定 的 闭 轨 

Ti: Ti 一 VityA)，zs 一 幼 (tA)， 
za 一 XGA) zt ND GN) ,A), 
且 与 方程 (3. 4); 的 闭 轨 有 相同 的 周期 . 

我 们 指出 ,事实 上 ,限制 在 曲面 Ms 上 的 渐 近 稳定 的 闭 轨 冯 
在 全 空间 也 是 渐 近 稳定 的 . 为 了 应 用 定理 2. 1 以 得 到 妃 在 全 空间 
的 渐 近 稳定 性 ， 只 需要 检验 映射 Dpr, (z,*) (其 中 去 在 闭 轨 工 ， 
上 ,T 是 的 周期 ) 的 三 个 特征 值 . 由 于 4 充分 小 时 ,映射 
Dgr, ,4) 与 映射 Dpr, (0,0) 能 任意 接近 ,所 以 前 者 有 一 个 特征 值 
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一 Cm(Cr 十 已)” 十 (x1.Xs 高 于 2m 次 的 项 ). 


一 -其 特征 向 量 与 曲面 M, 不 相 切 的 一 一 与 后 者 的 特征 值 e 
(<1) 能 任意 接近 ,从 而 它 的 绝对 值 小 于 1. 此 外 前 者 在 曲面 MX, 上 
有 两 个 特征 向 量 , 即 沿 着 闭 轨 的 一 个 ,我 们 在 前 面 已 证 明 过 它 的 特 
征 值 总 是 1; 另 一 个 的 特征 值 ,由 于 rs 在 曲面 MX, 上 是 渐 近 稳定 
的 ,所 以 (根据 第 三 章 $ 3 中 的 讨论 ) 这 个 特征 值 必 不 大 于 1. 车 此 
特征 值 小 于 1, 则 映射 Dpr,(z,4) 有 两 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1. 
根据 定理 2. 1, 闭 轨 T, 在 空间 渐 近 稳定 . 若 此 特征 值 为 1, 则 是 
指数 为 零 的 极限 环 ,是 临界 情况 . 这 时 利用 中 心 流 形 的 局 部 吸引 性 
作 细致 的 分 析 后 (参见 参考 文献 [19] 和 [20]), 也 可 以 证 得 ,在 空 
间 的 浙 近 稳定 性 . 

最 后 还 要 指出 , 若 方程 (3. 1), 右上 端 函数 在 原点 O 处 的 导 算 子 

Df(0,A)=A(X) 

不 具有 标准 形式 (3. 2) ,那么 需要 用 它 的 特征 向 量 作 坐标 变换 . 而 
定理 中 方程 右 端的 函数 含有 参数 ,为 使 坐标 变换 后 的 右 端 仍然 
是 x 与 4 的 解析 函数 ,这 就 需要 特征 向 量 是 4 的 解析 函数 . 而 事实 
上 , 设 矩 阵 4 的 第 个 特征 值 w 相应 的 特征 向 量 为 包 , 根 据 和 矩阵 
函数 的 Cauchy 公式 ,在 第 上 个 特征 向 量 6 上 的 投影 算 子 P, 有 表 
达 式 


一 1 ed pt 
P= pe 中 ex 4)-dpm， 


其 中 书 是 围绕 特征 值 a 而 不 围绕 a,(j 半 ) 的 一 条 闭 曲 线 ( 参 见 
参考 文献 [7] 或 [8]). 由 此 可 知 ,4 二 A(W) 是 4 的 解析 函数 时 , 它 的 
特征 向 量 也 是 4 的 解析 函数 . 

下 面 证 明 的 三 维 Hopf 分 支 定理 是 第 八 章 $ 3 中 的 分 支 定理 
(定理 3. 1) 的 推广 . 

定理 3.2 设 WCR,W 是 开 集 , f : WX( 一 ,Nh) 一 R’， 
f(z,N) 是 TEW,4E (一 ,入 ) 上 的 解析 函数 .方程 

z= f(z,N) (3. 1) 
对 任意 有 平衡 点 O, /Cr 在 z=0 处 对 工 的 导 算 子 Df(0,) 记 
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作 4(). A(4) 除 特征 值 CA) 士 18(A)(Ce(0)=0，8(0)>>0) 之 外 ， 


另 一 个 特征 值 为 6(4) 二 5 二 0. 又 有 
da(W) 


dx 0 


则 : 
(1) 若 方程 (3. 1)。 以 原点 O 为 稳定 而 不 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 
则 方程 (3. 1)。 的 解 在 原点 附近 某 一 过 原点 的 曲面 上 全 是 闭 轨 . 
(2) 若 方 程 (3. 1)。 以 原点 O 为 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 平 衡 点 , 则 
对 充分 小 的 人 ,>>0(A<0) 方 程 (3. 1); 在 原点 附近 有 渐 近 稳定 (不 
稳定 ) 的 闭 轨 ,周期 Ti 人 区 祝 , 当 -0 时 收缩 到 原点 . 


证 明 根据 定理 3. 1 最 后 的 讨论 ,无 妨 设 导 算 子 Df(0,4) 有 
以 下 形式 
al2) 一 8GOD) 0 
pGQ) eaQ) 0 
0 0 CO) 
在 方程 组 (3. 1), 中 增加 一 个 方程 4 一 0, 得 到 一 个 (ziyzzyzi， 
2) 的 四维 方程 , 即 定理 3. 1 中 的 方程 (3. 3). 显然 ,方程 (3. 3) 在 z 
=0,4=0 处 的 导 算 子 Df(0,0) 有 以 下 形式 


Df(0,2) = (3.2) 


0 一 6p0) 0 0 
B(O) 0 0 0 

Df(0,0) = ; 
C940) 0 0 6(0) 0 
0 0 0 0 


像 在 定理 3. 1 中 一 样 地 应 用 中 心 流 形 定理 ,得 到 一 个 有 任意 
指定 阶 光滑 性 的 三 维 曲面 M, 经 过 点 (0,0,0,0), 且 在 该 点 与 三 维 
子 空间 及: z=0 相 切 . 我 们 把 M 的 方程 记 作 z=zxs(zi sz,). 

令 M 与 超 平面 /一 02 相交 ,得 二 维 曲面 M, 如 此 得 到 一 族 二 
维 曲面 Mi, 其 中 每 一 个 曲面 都 经 过 Ra: 中 的 原点 (0,0,0), 即 

Xx3(0,0,4)=0. 
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并 且 方 程 (3. 1) 的 从 曲面 M; 上 出 发 的 轨 线 在 原点 附近 的 ,总 在 
曲面 MK, 上 . 

又 曲面 M, 的 方程 x 二 x; 《x1,z2,4) 的 右 端 函 数 zi ,zi,1) 
满足 偏 微分 方程 


Br dQ. 
filzis T2734) a + falxiT2s 73M) Ei 


一 (rzzyrih) = 0. 
( 当 a(G) 一 0 时 ,上 式 就 是 第 六 章 8$ 6 的 Liapunov 定理 中 的 方程 
(6. 2).) 
将 曲面 Mi; 的 方程 =:= zs(Cziyzzy) 代 入 微分 方程 (3. 1) 中 的 
前 面 两 式 时 ,就 得 到 方程 
z= fi(zis Ts TT TN) ,4) 三 已 (zyzzyA)， 
全 一 户 (ziyzzyzs(ziyzsA)，A) SS Fxisrs Nd). 
方程 (3. 4) 的 解 与 曲面 方程 zx:= zs (zi,zzyh) 一 起 就 得 到 方程 
(3. 1), 在 曲面 zx:= zs(ziyzzyA) 上 的 解 . 
下 面 检查 方程 (3. 4) 是 否 满足 第 八 章 8$ 3 中 二 维 Hopf 分 支 
定理 (定理 3.1) 的 条 件 . 首先 ,对 一 切 4, 因 为 zx:(0,0,A) 一 0, 所 以 
Fi(0,0,4) = f1(0,0,0,4) 一 0， 
he = f.(0,0,0,2) = 0. 
也 就 是 ,对 一 切 4,C0,0) 是 方程 (3. 4); 的 平衡 点 . 其 次 F(x, 和 ) 在 工 
二 (x1,72) 二 (0,0) 处 对 工 的 导 算 子 为 
DF(0,4) 


afl afi ar， 9f 有 jh ar 
Br ar ar ar ar ar 


af: | of dz am， fs Oz, 


(3.4), 


Br Ori9r! ar Ory Oz) cr.) = ooom) 
根据 假设 式 (3. 2) 有 
ch) 一 BC) 
DRF(0,4) = “ 
BO a(2) 
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总 之 ,除去 因为 z=x3(xi,X2,4) 可 能 不 解析 ,因此 不 能 保证 
方程 (3. 4), 的 右 端 函数 F,,F, 有 解析 性 之 外 ,方程 (3. 4) 满足 二 
维 Hopf 分 支 定 理 的 其 他 一 切 条 件 . 

如 果 原 点 是 方程 (3. 1)。 的 稳定 而 不 渐 近 稳定 的 平衡 点 , 则 应 
用 第 六 章 8$6 判断 空间 一 类 平衡 点 的 稳定 性 的 后 继 函数 法 ,判断 
方程 (3. 1)。 的 平衡 点 (0,0,0) 时 ,一 定 遇 到 第 二 种 情况 , 即 对 一 切 
ms,un 是 周期 函数 . 此 时 ,曲面 M, : zx:=zs(Cziyzzy,0) 解 析 ， 从 而 方 
程 (3. 4)。 的 右 端 已 与 ,解析 ,所 以 方程 (3.4)。 以 原点 (0,0) 为 
真 中 心 . 即 方程 (3. 1)。 的 解 在 原点 附近 ,在 曲面 M。 上 全 是 闭 轨 . 

如 果 方 程 (3. 1)。 以 原点 为 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 平 衡 点 ,那么 应 
用 第 六 章 8 6 的 后 继 函 数 判别 法 时 ,一 定 遇 到 第 一 种 情况 , 即 存在 
某 个 自然 数 mo, 使 得 we… ,um-1 皆 是 周期 函数 ,而 zw, 不 是 周期 函 
数 ,gw<0( 二 0). 此 时 ,只 要 取 Mi : z= 二 x3(x1,T2,4) 有 充分 高 的 
光滑 程度 ,那么 二 维 方程 (3. 4)。 在 原点 (zx,z) 二 (0,0) 的 稳定 性 
就 与 方程 (3. 1)。 在 原点 (0,0,0) 的 稳定 性 相同 . 因为 在 二 维 Hopf 
分 支 定理 中 ,方程 (3. 1)。 的 平衡 点 原点 是 焦点 时 ,定理 中 函数 
Jrz) 的 解析 性 的 条 件 并 非 必要 . 所 以 应 用 二 维 Hopf 定理 ,方程 
(3. 4) 对 充分 小 的 \,A>>0(A<0) 存 在 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 的 极限 
环 . 从 而 方程 (3. 1) 有 在 曲面 M, 上 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 的 闭 轨 TT. 
周期 是 


当 4>0 时 , 书 收缩 到 原点 . 

为 了 得 到 本 定理 的 结论 ,只 要 再 指出 ,曲面 M, 上 的 闭 轨 , 若 
限制 在 曲面 MX, 上 考虑 时 是 不 稳定 的 , 则 作为 空间 中 的 闭 轨 , 它 也 
是 不 稳定 的 ;车 限制 在 曲面 M, 上 考虑 时 是 渐 近 稳定 的 , 则 作为 空 
间 中 的 闭 轨 也 是 渐 近 稳 定 的 . 前 一 个 结论 显然 无 条 件 成 立 . 为 了 得 
到 后 一 个 结论 ,我 们 像 在 定理 3. 1 中 那样 来 研究 映射 Dpr,(z ,4)， 
当 4 充分 小 时 , 它 有 一 个 特征 值 (其 特征 向 量 不 在 M, 内 的 ) 的 绝 
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对 值 小 于 1. 再 注意 ,此 时 方程 (3. 4); 的 后 继 函 数 V (ry, 和 ) 对 xi 的 
偏 导数 在 Cz,4(zr1)) 处 的 值 二 0( 见 第 八 章 8 3 命题 2 的 证 明 中 最 
后 一 个 不 等 式 ), 也 就 是 映射 Dpr,(z,) 在 曲面 M, 上 有 一 个 特征 
值 的 绝对 值 也 小 于 1. 总 之 .映射 Dpr,(z,4) 有 两 个 特征 值 的 绝对 
值 小 于 1. 应 用 定理 2.1, 闭 轨 书 是 渐 近 稳定 的 . 


定理 证 完 . 
$4 高 维 Hopf 分 支 
1， 中 心 流 形 
在 $ 3 中 已 考虑 过 了 系统 
(1 =— pz 十 九 (miyzzyza)， 
7 = Br 十 (ciyzzyza)， (4.1) 


[zs 一 一 gz 十 frisT2)73), 
其 中 9>>0, 几 ,万 , 几 ECrr 志 1, 不 含 线性 项 ;并 已 说 明 系统 (4. 1) 
存在 一 个 经 过 原点 的 光滑 曲面 M, 是 不 变 的 , 且 是 吸引 的 . 为 了 说 
明 M 的 起 源 , 我 们 考虑 =f;=f 三 0 的 情况 . 这 时 系统 (4. 1) 成 
为 一 个 线性 系统 , 它 有 两 个 显然 的 不 变 流 形 zx; 轴 : z= 二 x; 二 0 及 
zi-zaz 平面 ; z: 一 0( 见 图 11. 4). 


Ty 


r=0 


图 11.4 系统 (4.1) 的 稳定 流 形 和 中 心 流 形 
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当 | 户 | 兰 0 且 充 分 小 时 (=1,2,3) 时 ,可 以 直观 地 想象 并 严格 
地 证 明 , 系 统 (4.1) 当 |f,|=0 时 的 不 变 流 形 只 发 生 轻微 的 变形 ， 
因此 不 变 流 形 xz; 轴 将 变 为 一 条 曲线 7, 而 不 变 流 形 ri-zs 平面 将 
变 为 一 张 曲 面 C: h,==h(ri,z;). 对 扰动 系统 来 说 ,它们 仍 是 不 变 
的 .7 称 为 稳定 流 形 ,因为 沿 着 7 的 一 切 解 都 趋 于 原点 ;而 C 则 称 
为 中 心 流 形 . 一 般 来 说 ,|/; | 不 可 能 在 及 中 总 是 小 的 ,只 能 保证 在 
原点 附近 很 小 ,因此 一 般 只 能 得 出 在 原点 附近 存在 着 局 部 的 稳定 
流 形 和 局 部 的 中 心 流 形 . 
现在 将 上 面 的 例子 加 以 推广 ,考虑 系统 
总 = AX + f(X,Y), 
| 这 BY + g(X,Y), 
其 中 XER",YE R",A 和 B 是 常数 矩 阵 ,f ,gE€C? ,以 及 
f(0)=0, g(0)=0, 
Df(0) = 0, Dg(0) = 0. 
定义 1 如 果 Y=h(X) 是 系统 (4.2) 的 不 变 ( 局 部 不 变 ) 流 形 ， 
且 h 是 光滑 的 ,使 得 (0)==0,Dh(0) 二 0, 则 称 
Mc = {(X,Y)Y = h(X)} 
是 系统 (4.2) 的 中 心 流 形 ( 局 部 中 心 流 形 ). 
下 面 我 们 叙述 有 关中 心 流 形 的 几 个 基本 定理 ,这 些 定理 的 证 
明 因 都 要 用 到 泛 函 分 析 中 的 不 动 点 定理 及 相关 知识 ,已 超出 本 书 
范围 , 故 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 参考 文献 [20] 及 [29]. 
定理 4. 1( 中 心 流 形 存在 定理 ) 设 在 系统 (4. 2) 中 ,4 的 特征 
值 有 零 实 部 ;B 的 特征 值 有 负 实 部 . 则 系统 (4. 2) 存 在 局 部 中 心 流 
形 : Y=h(X),|X1<6, 其 中 hEC?, 且 中 心 流 形 上 的 流 满足 系统 
2 一 Au + flu,h(u)). (4.3) 
下 面 的 定理 将 告诉 我 们 ,确定 系统 (4.2) 原 点 附近 解 的 渐 近 行 
为 的 所 有 信息 已 全 部 包含 在 系统 (4. 3) 中 . 
定理 4.2 设 4 的 特征 值 有 零 实 部 .B 的 特征 值 有 负 实 部 . 则 
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(4.2) 


(1) 如 果 系 统 (4. 3) 的 零 解 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 或 不 稳定 
的 ) 那 么 系统 (4. 2) 的 霉 解 也 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 或 不 稳定 的 ); 

(2) 设 系统 (4. 3) 的 零 解 是 稳定 的 ,Xo,y。 是 模 充 分 小 的 点 ， 
(X(t),Y(1)) 是 系统 (4.2) 的 使 (XX(0),Y(0))= (Xo,Y0) 的 解 , 那 
么 系统 (4. 3) 存 在 解 (1) ,使 得 当 1 一 十 oo 时 ， 

X() = xz) + Oe "), YU) = hu(t)) + Ole™"), 
其 中 7 之 0 是 一 个 常数 . 即 (X(2),Y(z)) 趋 近 于 中 心 流 形 上 的 一 个 
解 (u(t) ,hlu(lz))), 且 趋 近 的 速度 是 指数 式 的 . 

由 定理 4. 2 知 ,一 旦 知道 了 中 心 流 形 上 的 解 , 则 系统 (4. 2) 在 
原点 附近 的 解 的 行为 便 定性 的 完全 清楚 了 . 一 般 说 来 ,我 们 无 法 解 
出 中 心 流 形 . 但 是 ,下 面 的 定理 告诉 我 们 ,原则 上 我 们 可 以 任意 精 
确 地 逼近 中 心 流 形 . 

定理 4. 3( 中 心 流 形 通 近 定理 ) 设 UE R" 是 原点 O 的 一 个 邻 
域 , pEC' : U 一 R ,使 得 

wx0) = 0, Dy(0) = 0. 
又 设 M 是 一 个 把 C1(R" 一 R") 中 的 函数 映 为 C'(R" 一 R") 中 函数 的 
映射 
(MP) (X) =Do(X)L[AX 十 f(X,Hz))] 
— [Bp(X) + g(X,H(X))]. 
若 当 X>0 时 , (M9)(X)=ol|X1"), 其 中 g 之 1, 则 
Ih(X) 一 HX)| = olXI). 

注意 , 若 把 中 心 流 形 了 =h(X) 代 入 到 系统 (4. 3) 中 即 得 

Dh(X)[AX + f(X,h(z))] = Bh(X) + g(X,h(X)). 
因此 Mh)(X)=0, 即 中 心 流 形 Y=h(X) 就 是 映射 M 的 不 动 点 . 

下 面 用 中 心 流 形 定理 来 讨论 一 个 系统 的 余 维 1 情况 下 的 稳定 
性 . 

例 1 确定 系统 


(4.4) 


1 ZXy 二 aT’ 十 bry’:， 
3 一 一 ?十 cz 十 dzzy 
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的 奇 点 040.0) 的 稳定 性 . 

由 定理 4. 1 知 系统 (4. 4) 存 在 局 部 中 心 流 形 > 一 A(z),zER'， 
yER' ,因此 这 时 PEC' CR 一 RN) ,DPCz) 一 9 (7), 令 

(MP) (z) 一 PCz)[Lzp(z) 十 azs 十 bryp2(z)] 
一 [一 wz) 十 cz: + drig(r)]. 
若 wz)=o(z), 则 
(MPp) (zxz) 一 PCz) 一 czz 十 oCz4). 
因此 若 wz)=cz , 则 
(M9) (xr) = oz’). 
故 由 定理 4. 3 得 出 A(z)=cz: 十 o(z9). 由 定理 4.1 知 ,中 心 流 形 上 
的 流 满足 方程 
WU= uh(u) 十 au’ + buh’(u) = (a cu + olu’). 

因此 在 中 心 流 形 上 , 当 a 十 c<0 时 零 解 是 渐 近 稳定 的 ; 当 < 十 c>>0 
时 零 解 是 不 稳定 的 . 再 由 定理 4. 2 知 ,系统 (4.4) 的 奇 点 O, 当 a 十 c 
<0 时 是 渐 近 稳定 的 ; 当 < 十 < 之 0 时 是 不 稳定 的 . 

如 果 a 十 c==0, 则 设 wz)=cz: 十 PCz), 其 中 PiGCz) 一 o(Cz4)， 
由 此 

(MPp)(z) = PiCz) 一 cdzr 十 o(Cz5). 
因此 ,车 gp1(7)=cdz', 则 9(z)=cr? 十 cdz', 而 (M9) (x)=o0(x'). 
故 由 定理 4. 3， 
Ah(z) 一 cz 十 cdzi 十 o(Cz5)， 

而 方程 (4. 3) 成 为 

到 一 uh(u) 十 az 十 buh’(u) = (cd 十 bc’)us + o(zx7). 
再 由 定理 4. 2, 即 得 系统 (4. 4) 的 奇 点 0, 当 cd 十 bc:<0 时 是 渐 近 
稳定 的 ; 当 cd 十 be: 之 0 时 是 不 稳定 的 . 

如 果 cd 十 bc*=0, 则 可 按照 上 面 的 方法 继续 讨论 下 去 . 留 给 读 
者 作为 习题 (见习 题 84). 

实际 上 ,对 于 本 例 中 心 流 形 是 可 以 精确 解 出 来 的 . 把 中 心 流 形 
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3 二 h(x) 代 入 工 之 后 , 即 得 到 一 个 一 维 的 多 项 式 系统 ,因此 可 在 有 
限 多 步 内 解决 0 的 稳定 性 判别 ,读者 可 自己 验证 . 用 此 方法 得 出 
的 结果 与 上 面 是 完全 一- 致 的 . 


2. 高 维 Hopf 分 支 
用 上 一 小 节 的 中 心 流 形 定理 可 证 明 下 面 的 定理 4. 4, 它 是 第 
八 章 8§1 中 定理 1. 1 的 推广 . 
定理 4.4 设 FOX,x,XER,AER: 满足 条 件 
(1) 对 X=X" (1),f(X' ,0)=0; 
(2) 在 (X,p)==(X* (CA4) ,AD) 的 某 邻 域内 ,了 关于 和 X,w 解 
析 ; 
A 
MX HH) 一 B 9 
(3) DxfCXK Co) | | 
其 中 4 : R* 一 R? 的 特征 根 实 部 全 为 零 , B : R" 一 R" 的 特征 根 
都 具有 负 实 部 , 且 系 统 的 轨 线 在 xz,-x; 平面 上 的 投影 是 盘旋 趋 于 
原点 的 ( 当 一 十 ce 或 :一 一 co 时 ). 对 于 系统 
总 = f[(X,p)， (4.5) 
若 X=X"' (Ap) 当 y=j 时 是 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 的 , 且 pp.( 达 1) 
时 是 不 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 的 . 那么 当 pi>>A(<Aw), 且 |w 一 人 | 充分 小 
时 ,系统 (4. 5) 在 X=X" (py) 的 邻 域内 有 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 的 闭 
轨 . 


证 明 考虑 系统 
Os (4.6) 
A= 0， 
或 
Y= FY), (4.7) 


其 中 Y= (XIFCOP)=(CFCX ,AD ,0 那么 
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(Dxf (X°* (p),p.) 
DyF(X* (pO.p)= | ~ | 


ll 
由 
忆 


因此 ,系统 (4.7) 可 以 重新 写成 
Y, = CY, + F(Y,,Y,), 
= BY, + F,(Y,,Y,), 
其 中 苔 一 (Ki AT XI 一 (rz)TER: 7 一 X 一 (zzo)TE 


(4. 8) 


A 
rc=| 人 的 特征 根 实 部 都 为 零 ,B 的 特征 根 由 假设 均 具有 


负 实 部 . 由 定理 4. 1 知 ,系统 (4. 8) 存 在 中 心 流 形 
Yo =hY): RR, hE€eC’, 
人 
四 |]- 人 (*)+ we AD， | 
0 
重新 把 < 看 成 参数 , 则 9 | 
着， = AX 十 f (Xi ph (Xp ). (4.9) 

系统 (4. 9) 已 是 一 个 二 维系 统 , 由 定理 4. 2 知 ,系统 (4. 5) 的 原点 稳 
定性 与 系统 (4. 9) 的 原点 稳定 性 相同 . 故 由 第 八 章 定理 1. 1 知 , 当 
Ap>A(<Aw) 时 系统 (4. 9) 在 中 心 流 形 上 存在 一 个 渐 近 稳定 (不 稳 
定 ) 的 闭 轨 ,此 闭 轨 本 身 是 系统 (4. 1) 的 闭 轨 . 再 由 定理 4. 2 知 , 它 
在 系统 (4. 5) 中 也 是 渐 近 稳定 (不 稳定 ) 的 ,这 就 证 明了 本 定理 . 

总 结 起 来 ,Hopf 分 支 所 要 解决 的 问题 包括 以 下 三 个 方面 , 即 ， 
(1) 分 支 的 存在 性 , 即 是 否 存在 周期 解 ; (2) 分 支 方 向 , 即 在 参数 
空间 的 什么 范围 内 存在 分 支 ; (3) 分 支 的 稳定 性 , 即 如 果 存 在 周期 
解 ,其 稳定 性 如 何 . 

问题 (1) 归 结 为 判断 系统 由 /=p 变 为 ws py 时 奇 点 的 稳定 
性 是 否 突然 改变 ,如 果 有 这 种 突然 的 改变 , 则 已 可 保证 分 支 的 存在 
性 . 问题 (2) 和 (3) 则 归结 为 判断 中 心 流 形 上 奇 点 在 es 一 0 时 的 稳定 
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性 (其 中 e=y 一 kx.). 由 于 系统 (4. 9) 是 一 个 平面 系统 , 而 由 定理 
4.3 知 ,中 心 流 形 Y,=h(Y,) 可 以 通 近 到 任意 程度 . 因此 用 第 二 章 
关于 中 心 焦点 的 判定 方法 和 定理 4.4 已 原则 上 可 以 解决 上 述 三 个 
问题 ,但 当然 要 涉及 较 复 杂 的 计算 . 

在 系统 (4.5) 有 非 异 线性 部 分 时 ,判断 是 否 存在 Hopf 分 支 ， 
实际 上 不 需要 非 线性 部 分 的 信息 ,这 就 是 : 

定理 4.5 设 /(X,1),XER",uER' 满足 

(1) 对 X=X° (CD ,7CX (1) ,p=0; 

(2) 在 (Xp 一 (X' (pj),p) 的 邻 域 U 内 ,f(X,e) 对 义 ,4 解 
析 依 赖 ; 

(3) A(p4)= 二 DxF(X" (4) ,we) 有 一 对 共 轰 复 根 ,使 得 

ACA) = a(p) 十 iw(p) ， w(C) = w > 0, 
a(j) 一 0，a (pH) x0; 

(4) 4(w) 的 其 余 ”一 2 个 特征 根 都 有 负 实 部 . 
则 当 |w 一 六 | 充分 小 时 ,系统 六 =/(CX,A) 至 少 存在 一 个 闭 轨 Pw， 
且 存在 之 0, 使 得 在 |x 一 1 二 pw 中 ,对 应 于 同一 闭 轨 古 的 分 支 
值 w 一 Ar 是 唯一 的 . 

此 定理 的 证 明 可 仿照 定理 4. 4 的 证 明 , 并 利用 第 八 章 8 3 的 
二 维 的 Hopf 分 支 定 理 即 可 得 到 , 故 证 明 略 去 . 

用 上 面 的 定理 无 法 判定 分 支 方向 和 分 支 的 稳定 性 ,实际 上 ,这 
两 个 问题 可 用 一 套 类 似 于 焦点 量 的 量 B; 来 确定 . 还 有 一 套 量 n， 
则 可 确定 分 支 的 近似 周期 . 这 就 是 下 面 的 : 

定理 4.6 设 定理 4.5 的 条 件 满足 , 则 存在 sa 之 0 和 解析 函数 


pa(e) = De (0<e<e), (4.10) 
1=2 


使 得 对 每 个 e€ (0,en), 当 p= 二 /le) 时 ,系统 存在 一 个 周期 解 
P.(0). 若 ut(e) 不 恒 为 零 , 则 它 的 第 一 个 非 零 项 的 系数 pr 的 下 标 
六 是 偶数 , 且 存 在 ee (0,en) 使 得 对 e€ (0,e) ,pa(e) 是 严格 正 或 
严格 负 的 . 对 每 个 艺 >2r/uo, 存 在 X=X" (p.) 的 邻 域 U 和 包含 px 
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的 区 间 A, 使 得 对 任意 xE 4A, 系 统 总 = F(CX,A) 的 位 于 LU 内 的 周 
期 小 于 工 的 唯一 的 非常 数 周期 解 ,就 是 对 应 于 满足 /A(e) 二 4 的 8 
的 解 P.(0). P.(2) 的 周期 T"(e) 是 解析 的 , 且 


rh+ Bee. (4.11) 

P.() 的 特征 指数 共有 两 个 ,其 中 之 一 当 eE (0,en) 时 是 零 ; 而 另 一 
个 是 B"(e) , 它 是 解析 的 , 且 

pn(e) = Zee (0<e<en). (4. 12) 


当 BC(e)<0 时 ,P， CO) 是 轨道 渐 近 稳定 的 ， 当 Ba(e) 之 0 时 ,P.(G) 就 
是 不 稳定 的 . 

若 w'(0)>0, 则 如 果 4(e) 是 严格 正 的 ,分 支 方向 就 是 />0; 
如 果 pu(e) 是 严格 负 的 ,分 支 方向 就 是 y<0. 车 a'(0)<0, 则 结论 
正好 相反 . 

此 定理 的 证 明 , 在 将 系统 (4. 5) 化 为 复 正 规 形 后 就 是 一 个 具体 
应 用 流 的 中 心 流 形 定理 的 过 程 ,此 处 不 再 详 述 ,可 参见 参考 文献 
[30]. 那里 已 给 出 了 如 下 计算 ma,ra,p: 的 步骤 和 公式 . 

应 用 定理 4. 6 和 计算 myra,p: 的 步骤 : 

1. 选 定 一 个 分 支 参 数 y, 设 六 =f(X,1) ,XER". 

2. 确定 我 们 感 兴趣 的 奇 点 X" (Ap) ,并 计算 Jacobi 矩阵 

4(p) = Dxf (X° (1) ,1) 
的 特征 值 ,再 按 Re 之 Re 之 … 之 Re 的 次 序 将 特征 值 编号 . 

3. 求 参 数值 w ,使 得 Reh(w) 一 0, 若 

(1) Re (1)X 0, 

(2) ImA (4.)X0, 

(3) ReXd(p) <0 (GQ=3,.,n), 

则 系统 产生 Hopf 分 支 . 
4. 若 4(m) 已 具有 形式 
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| 一 邮 ] ] 
| 【ou 0 | » (4.13) 


其 中 必 ==ImX1(p.) 之 0, 则 令 P= 了 并 进行 第 5 步 ,否则 按照 下 述 法 
则 构造 矩阵 了: 令 
P = (ReV ,一 ImV ,77。)， 

其 中 V 是 对 应 于 Nm) 一 ni 的 特征 向 量 , 且 其 第 一 个 非 零 的 分 
其 是 1, 而 V,,…,V, 是 任意 实 的 向 量 集 ,使 得 它们 在 w 一 上 时 生 
成 丸 ,…, 为 的 广义 特征 子 空间 . 

5. 作 变量 替换 ; X 一 X" (AM) 十 PY ,并 设 此 变换 将 系统 (4. 5) 
变 为 


Y= FY) = FYO FOY) ,FY))T, (4.14) 
这 时 DyF (0) 已 具有 标准 形 (4. 13). 
6. 取 y=J.,Y==0, 计 算 以 下 各 量 
H[ 颖 OF! :ee 禾 ] 


gu 一 


5 
11BP BF ,oF 
Bun™ 4\ay: oy 5 
oF: _ OF? BF 
+i 及 一 day’ + ? aY,dY, ); 
人 _ SF: BR 
4 3 ay’ “YY, 
fF: _ FF: | 
Tay dy “dy.d7,)); 


~ 1aF , oF! | oF | oF 
Ga | ay’ aY9Y: 9Y?9Y, 二 ay 
| SR OF: OF! _ AF! 

+ dy 3 7 Yi)) 


7. 如 果 n 二 2. 令 gu 一 Ga 并 进行 第 8 步 ;如 果 二 2, 计 算 下 列 
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1 Le 
| = 3) 

1 11aR OF: ,oF 

各 一 EE ayi 2 | Ce 


对 n 一 2 维 向 量 wi ,wzo, 解 方程 组 
Dw hu, (DC— 2iwT)wo LR 


设 
Gi i| Coa BF |， il BF Bi 
io 一 Z|a707, + yy, + ay 元 于 | ， 
1 ep oF /oF | oF 
Gm } 元 .57 +i| 臣 名 :+ 或 如: 
且 设 


一 2 
gn 一 Ca 十 了 (2Ghor 市 Gioru2o). 
hl 


8. 设 c(O= 辽 | eagu 一 2lgn1 一 村 le 十 去 ea 那么 


Rec, (0) Imc, (0) 十 pw (0) 
= w(0) ， 和 wo » 


BbB, = 2Rec, (0), 
其 中 a'(0)=ReX (jp),w (0)=ImX (Cp). 
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第 十 二 章 综合 应 用 


本 书 前 面 的 几 章 主要 介绍 了 平面 自治 系统 的 研究 方法 . 大 家 
知道 ,高 维 自治 系统 或 非 自治 系统 中 会 出 现 平面 自治 系统 不 会 有 
的 轨道 行为 . 当然 ,对 它们 的 研究 需要 再 有 一 些 新 的 方法 . 但 是 ,对 
某 些 具 体 的 非 自治 系统 或 高 维系 统 , 灵 活 运用 我 们 在 前 面 几 章 所 
学 到 的 方法 就 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 下 面 通过 两 个 例子 来 说 明 . 


$ 1 旋涡 运动 的 限制 三 体 问题 


旋涡 的 平面 运动 可 以 作为 一 个 Hamilton 系统 来 考虑 . 因为 近 
年 来 将 旋涡 作为 流体 运动 的 基本 要 素 的 观点 导出 了 引 人 注 目的 结 
论 , 所 以 离散 旋涡 运动 也 引起 了 大 家 的 兴趣 . 最 早 是 1975 年 E. 
A. Novikov 在 这 方面 做 出 了 结果 . 1979 年 H. Aref 进一步 研究 了 
三 个 点 旋涡 的 平面 运动 一 一 旋涡 运动 的 三 体 问 题 . 但 他 没有 考虑 
限制 三 体 问题 , 即 某 一 个 旋涡 强度 退化 为 零 的 情况 . 旋涡 的 限制 三 
体 问 题 不 再 是 一 个 Hamilton 系统 ,并 且 与 天 体 运动 的 情况 相反 ， 
旋涡 的 限制 三 体 问题 比 一 般 三 体 问题 还 稍为 复杂 . 


1. n 个 点 旋涡 平面 运动 的 基本 方程 (x 之 2) 


设 如一 (z。,y。) 是 平面 上 第 a 个 旋涡 位 置 的 坐标 ,k。 是 它 的 强 
度 ( 即 旋 量 ),a=1,…,n. 则 这 一 族 旋涡 的 运动 可 由 Hamilton 量 


~ kk 
下 一 之 nds, 
lp = [(z。 一 zp)2 + yo 一 yp)2]12 
给 出 . 相应 的 运动 方程 是 2n 维 自治 系统 (之 2) 


(1.1) 
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4 一 强 ， 

= 路 (a= 1,°…,n) 
不 难 检验 ,上 述 方程 组 有 4 个 第 一 积分 : 
Zr. 


Phy = C,, 
a=1 


Dx + y= Ci， 
H=Ch 


(1.2) 


(1.3) 


(1.4) 


(1.5) 
kl.. 0) 


其 中 C,(i 二 1,…,4) 是 常数 . 另外 ,如 果 旋涡 强度 之 和 非 零 , 即 


Se 
则 可 以 类 似 于 质量 中 心 引入 旋涡 中 心 


(X,Y) = 二 | 了 3 


由 式 (1. 3) 与 (1.4) 立 刻 可 见 旋 涡 中 心 (X,Y) 是 运动 过 程 中 的 不 变 


量 . 有 时 引用 这 个 不 变量 可 以 使 问题 简化 . 
2. 限制 三 体 问 题 


限制 三 体 问题 是 指 三 个 旋涡 中 第 三 个 旋涡 的 强度 相对 于 
前 两 个 旋涡 的 强度 而 言 非常 小 ,以 致 于 它 对 前 两 个 旋涡 的 作用 可 
忽略 不 计 . 于 是 我 们 在 系统 (1. 2) 中 取 一 3,As~0, 就 得 到 限制 三 


体 问题 的 运动 方程 组 
有 kz y1 — ye ks TI — Xo 
的 
; RI Vo yz > ki zi 一 Xe 
”4x fi 只 dx Li 
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方程 组 中 的 前 4 个 方程 不 含 zx; 与 yi, 是 zx,yi(i==1,2) 的 系统 ,再 
联系 到 4 个 第 一 积分 (相应 于 式 (1.3) 一 (1.6)) 
kr kr 一 Ci， ky ky = Cs, 
CT 二 y) + kr yy) = C;, 
l=C,, (1.8) 
求 出 方程 组 (1.7,) 的 解 x; 二 zx;() ,y==y,(1)(i==1,2), 代 入 方程 组 
〈1. 7:) ,就 使 问题 归结 为 研究 一 个 二 维 非 自 治 系统 . 
我 们 采取 另外 一 条 途径 分 析 方 程 组 (1. 7). 
首先 注意 方程 组 (1. 7,) 正 是 两 旋涡 系统 的 运动 方程 . 如 果 两 
旋涡 强度 之 和 非 零 , 即 : 已 十 如 闪 0, 我 们 就 取 旋 涡 中 心 ( 不 动 点 ) 


(X,Y) = Fey A ry 


为 坐标 原点 ,于 是 zx,,y,(i 二 1,2) 有 关系 : 
Ai kars = 0, 
i 十 ksys = 0. 
将 此 关系 应 用 于 方程 组 (1. 7) 中 的 前 两 式 ,再 由 式 (1. 8) 知 道 两 旋 
涡 间 的 距离 不 变 , 即 : 41,== 常 数 . 立刻 得 到 zi,y 满足 方程 组 


1 一 一 wi, _ 色 十 k 
“一 4 小 
12 


(1.9) 


和 = wT 

显然 有 解 
Ti 一 Qicosel 一 azSincwt， 
| (1.10) 

Yi = asinwt 十 azcoscwt.。 
(注意 ,此 运动 与 一 般 的 简 谐 运 动 不 同 . 因为 除 cyas 之 外 ,2z，, 从 
而 w 也 决定 于 初始 条 件 . ) 将 式 (1. 10) 代 入 式 (1.9) 得 z+,y 的 解 . 
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总 之 , 当 和 十 车 0 时 ,两 旋涡 与 旋涡 中 心 保持 在 同一 直线 上 , 且 
绕 旋 涡 中 心 作 等 角速度 的 转动 . 
如 果 十 ,二 0, 则 由 方程 组 (1. 7,) 立 刻 得 到 
i= N= Cs 
二 一 三 二 Ci 
即 两 旋涡 不 转动 ,而 以 一 定 的 速度 往 无 穷 远 而 去 . (此 时 转动 中 心 
为 无 穷 远 点 . ) 三 体 问 题 不 会 出 现 周期 运动 . 
此 后 我 们 只 考虑 色 十 ks 志 0 的 情况 . 
取 过 点 pi,p: 的 直线 为 轴 , 取 此 轴 上 的 旋涡 中 心 为 原点 ,得 到 
一 个 旋转 坐标 系 . pi,p; 为 此 运动 坐标 系 中 的 固定 点 . 我 们 通过 ps 
与 p1,p: 的 距离 ,ls 的 变化 来 了 解 ps 相对 于 此 坐标 系 的 运动 . 
当然 ,p; 的 运动 是 这 两 个 运动 的 屋 加 . 


3. 第 三 个 旋涡 在 运动 坐标 系 中 的 运动 
邻 f=li3,y= 二 lw,4a 二 11>>0, 由 方程 组 (1.7) 可 得 方程 组 


x 411 1 
X= 一 01» 一 | 二 一 二 
2x 132 | 2 要 二 
这 ° (1.11) 
,hh All_l 
a 2 ?三 a 


其 中 4 为 人 pipzps 的 面积 , 当 p。,pespr 为 道 时 针 方 向 时 ,ceor 一 1; 
否则 coer 一 一 1，, 即 


当然 还 有 
=- 二 VEGET7TOOTa Tra JJCGCTy 9 


使 方程 具有 物理 意义 的 范围 称 为 问题 的 物理 区 域 , 记 作 万. 对 
于 方程 (1. 11), 由 于 请, 记 与 记 三 点 组 成 一 个 三 角形 ,所 以 
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D= {(r,y)|rz 汪 0,y 宇 0,T 十 y 之 asf 十 4 之 y,y 十 a 之 工 ). 
显然 ,万 的 边界 35 上 的 点 使 A=0. 所 以 83D 上 除去 v= (0,a) ,vw 
二 (a,0) 两 点 使 方程 (1. 11) 右 端 无 意义 之 外 ,其 余 的 点 都 是 该 方程 
的 平衡 点 . 在 任 -- 运 动 过 程 中 ,pi,p:,ps 的 定向 不 会 改变 ,因为 ， 
改变 定向 过 程 中 必 经 过 三 点 共 线 , 即 到 达 3D. 所 以 运动 过 程 中 
oopr 是 常数 ,无 妨 设 

oaz 一 1， oo =—1. 

至 此 已 将 一 个 六 维系 统 的 求解 问题 ,通过 建立 适当 的 运动 坐 
标 系 归结 为 一 个 二 维 的 ,边界 由 平衡 点 与 奇 点 组 成 的 区 域 亡 上 的 
系统 的 求解 问题 . 

因为 在 方 的 内 部 4 之 0,z>>0,y>>0, 所 以 ,以 下 方程 ; 

至 = AZz(a2 一 六)， 
(1. 12) 


和 =— ky(a’ 一 x) 


与 方程 (1. 11) 在 六 内 部 有 完全 相同 的 轨 线 ,而 方程 (1. 12) 右 端 在 
全 平面 解析 . 于 是 我 们 就 可 以 用 前 面 所 学 的 方法 来 研究 它 的 全 局 
结构 . 当然 它 在 祖 之 外 的 轨 线 无 物理 意义 ,又 时 间 尺 度 已 改变 . 
方程 (1.12) 关 于 工 轴 ,y 轴 都 对 称 ,所 以 只 需 讨 论 第 一 象限 的 
情况 . 显然 ,z 轴 ,y 轴 都 是 轨 线 ;第 一 象限 中 有 平衡 点 (0,0) 与 (a， 
a), (0,0) 处 导 算 子 的 特征 值 是 
A = ha h=— kha’, 


(a,a) 处 导 算 子 的 特征 值 是 
Nz 一 土 202 V 一 kk,. 


车 名 与 & 同 号 , 则 (0,0) 是 鞍点 ,(a,a) 是 中 心 型 平衡 点 ; 若 与 
ks 异 号 , 则 (0,0) 是 结 点 (之 0,ks 过 0 时 是 稳定 的 ;反之 ,是 不 稳定 
的 ), (a,a) 是 鞍点 .因此 这 两 种 情况 需要 分 别 讨论 . 
1) 忆 与 如 异 号 的 情况 
为 确定 起 见 , 设 二 0,8, 之 0. 相反 的 情况 只 改变 轨 线 的 方向 . 
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显然 此 情况 下 系统 (1. 12) 无 闭 轨 . 
为 了 考虑 无 穷 远 点 的 状况 , 作 Poincare 变换 : 


ra, y= 世 (z X 0). 


< 
则 方程 .12) 化 为 : 


du 一 kula’z’ 一 uu’) — kiul(a’z’ — 1) 
dr 2 G0) 
dz _ _ kz(a’z’ — wu’) . 
dr x 
再 令 dr 一 zsds, 则 上 式 化 为 
邓 一 一 kula’z? 一 wu) 一 kiula’z’ 一 1)， 
伴 一 一 kz(a’z’ — uw’). 


因为 , 正 轴 对 应 x-y 平面 上 第 一 象限 中 各 方向 的 无 穷 远 点 ,所 
以 ,我 们 考 虚 正 轴 上 的 平衡 点 (0,0) 与 (VY 一 各/&;,0). 在 平衡 点 
(VYV 一 如 /ks,0) 处 方程 右 端的 导 算 子 以 一 2k, 一 为 特征 值 , 故 
(一 Vh/k,0) 是 不 稳定 结 点 . 对 于 高 阶 平衡 点 (0,0) ,用 在 第 二 章 
中 介绍 的 方法 来 讨论 . 取 极 坐 标 系 


& 一 rcosg， z= rsing, 


则 上 述 方程 有 下 列 形式 
于 = rCR(O) + o(1))， 
$0 = U0) + ol), 


其 中 U(90)= 一 kicos0sin9,R(0)= 二 kicos*0. U(9) 有 4 个 零点 : 0， 
x/2,r,3r/2. 轨 线 只 能 沿 着 这 几 个 方向 趋 于 原点 ( 当 * 一 十 ce 或 s 
一 一 co). 因 为 R0)<0,U (0) 过 0, 由 第 二 章 的 命题 4, 只 能 有 一 
条 轨 线 当 * 一 十 cc 时 沿 0=0 的 方向 趋 于 (0,0). 因为 R(x/2)=0， 
只 得 进一步 计算 ,得 到 
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下 
ds [sx 

当 9 由 小 到 大 经 过 x/2 时 ,U(9) 由 正 变 负 . 同 第 二 章 命题 2 之 理 ， 
存在 以 (0,0) 为 顶点 ,9=x/2 为 中 线 的 小 扇形 ,使 其 中 方程 的 轨 线 
当 * 一 十 co 时 都 洛 6=r/2 的 方向 趋 于 (0,0). 

为 讨论 正 y 轴 方 向 的 无 穷 远 点 , 作 Poincare 变换 

I=v/z, y= 1/z: (z=*0). 

考虑 v-z 平面 上 的 平衡 点 (0,0). 得 到 与 x-z 平面 上 (0,0) 类 似 的 
结果 . 

综合 以 上 讨论 ,作出 方程 (1.12) 的 圆 ,如 图 12. 1 所 示 ( 图 中 0 
一 arctan V—k/k). 


一 一 Ad < 一 0. 


‘cos go ,sin 00) 


图 12.1 


将 方程 (1. 12) 的 轨 线 限制 在 物理 区 域 DD 的 内 部 就 都 是 方程 
(1. 11) 的 轨 线 .在 9D 上 有 以 下 结论 : 

引 理 1.1 (1) PD 内 无 轨 线 趋 于 39D 上 的 点 v= 二 (0,a) 或 点 v 
一 (a,0). 

(2) 若 (rzoyyo)EaPN{uvuz)} ,而 方程 (1. 12) 过 (zo,yo) 的 轨 线 
在 (xo,yo) 处 与 9 万 横 截 , 则 对 方程 (1. 11) 的 平衡 点 (zu,yo) 有 唯一 
一 条 三 内 部 的 轨 线 趋 于 它 . 

(3) 在 3 万 上 存在 唯一 一 个 点 s, 使 方程 (1. 12) 过 s 的 轨 线 在 s 
处 与 9 方 相 切 , 并 且 此 轨 线 除去 * 点 都 在 方 之 外 . 所 以 对 平衡 点 s， 

355 


方程 (1. 11) 没 有 轨 线 趋 于 它 . 
证 明 (1) 与 (2) 中 的 结论 显然 成 立 .下面 证 明 (3). 
先 证 上 述 s 点 存在 且 唯 一 . 相 切 条 件 可 表 为 下 列 两 组 : 


dy yz)_] 
dr kra—y) 
其 中 y=x 十 a,7z 之 0 或 r=y 十 a,y 宇 0; 
dy AL， y(az 一 zr) 1 
dz k; za 一 y) . 


其 中 x 十 y==a, 0 魏 z+ 志 a. 第 二 组 条 件 显然 无 解 , 因 一 /ks 之 0. 
第 一 组 条 件 可 化 为 求解 : 
fi(r) =— (kt ko)r’ Cm alk + 2k)r + har+t+ kha’ = 0, 


I 宇 0， 

或 

fi(y) 一 一 (ht hs)y — alks +t 2k)y’ + kary + ka = 0, 
?之 0. 


因为 刀 十 所 0, 如 过 0,k, 之 0. 所 以 

(a) 若 和 有 十 ho 过 0; 则 十 2&4 过 0. 于是, 当 y 宇 0 时 ,f(y) 之 0， 
又 六 (0)>0, 所 以 上 面 第 二 式 无 解 . 因 用 (0) 过 0; 当 z 一 十 co 时 ， 
记 (z)- 十 co, 所 以 上 面 第 一 式 有 解 . 因 万 (z) 两 根 异 号 ,所 以 有 zx。 
> 之 0 使 请 (z) 递 减 , 当 zrE (0,zxo);f1(z) 递 增 , 当 z>zo. 又 fi(a) 达 
0, 所 以 广 (z) 存 在 唯一 单 根 =>a. 

(b) 若 扩 十 已 >>0, 则 瑟 十 24:>0. 同 理 可 得 广 (z) 在 z 之 0 无 
根 ;f2(y) 在 y 宇 0 时 有 唯一 单 根 y>>a. 

为 证 方程 (1. 12) 经 过 点 * 的 轨 线 除去 点 都 在 祖 之 外 ,只 需 
检验 轨 线 在 * 处 的 凹凸 性 . 设 点 s(xo,yo) 在 y=z 十 a 上 , 即 有 

%=7X0 二 Ta, zo>a, 


dy 


一 1. 
dz | .30 


由 此 计算 得 
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diy| 
dr’ | .ur.» 
即 轨 线 在 : 处 町 , 轨 线 在 祖 之 外 .对 z=y 十 a 上 的 点 s, 可 类 似 地 
讨论 . 引 理 证 完 . 
根据 引 理 1. 1 与 图 12. 1, 分 别 对 十 ,过 0( 即 arctan V 二 /kk 
二 x/4) 与 名 十 已 过 0( 即 arctan V 一 ki/%s 二 x/4) 的 情况 作出 方程 
(1. 11) 的 轨 线 图 ,如 图 12. 2 与 图 12. 3. 


>0， 
oY 


图 12.3 A&+k:>0 
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请 注意 ,方程 (1. 11) 
中 的 zz 与 y 分 别 表示 的 
是 Lava 所 以 图 12. 2 与 
12. 3 中 的 轨 线 不 是 点 ps 
的 实际 相对 运动 . 但 是 由 
x,y 可 以 完全 确定 点 ps 
在 旋转 坐标 系 中 的 位 加. 
例如 , 当 太 十 已 <<0,A 二 
0,k 之 0 时 ,pi,p: 两 点 与 旋涡 中 心 ( 即 旋转 坐标 系 的 原点 ) 有 图 
12.4 中 所 表示 的 相对 位 置 . 再 由 043 二 1 与 zx,y 立刻 得 到 p; 在 旋 
转 坐 标 系 中 的 位 嘎 , 见 图 12.4. 显然 (z,y) 在 奇 点 处 就 意味 着 ps 
在 旋转 坐标 系 中 不 动 , 即 三 旋涡 的 相对 位 置 达到 定常 状态 . 

引 理 1.2 对 于 任意 点 (zo,yo)E3PN{wyva's), 在 广内 部 趋 
于 它 的 轨 线 (zt),y()) 在 有 限时 间 到 达 它 , 即 ,存在 时 间 TT, |T， 
|<co ,使 得 上 一 Th) 时 ,(Cz(Gt),y()) 一 (Czoyyo). 

证 明 为 确定 起 见 , 设 (zu,yo) 还 满足 zo 十 yo 二 a. 令 

z(t) 三 ZGt) + y0) — a. 

显然 x(2) 之 0. 由 方程 (1. 11),z(t) 满 足 
1 /kla—y) (az 一 22) 
dn Iya’ a 
X VCzr 十 > 十 a)(> 十 ea 一 z)Cz 十 2 一 2) 
Xx (r 十 ?一 GD 
于 是 , 当 (z,y) -> (xzoyyo) 时 

之 1 (和 十 ye) ki(a++ zo) 


Ri” 
法 An 


£(1) 


2 2 2 
yra ToQ 


xX Vret mt ota— rta— y) = Ah 
注意 ,二 0,k 之 0, 所 以 8>0. 于 是 存在 (zxo,yo) 在 万 内 的 半圆 形 
邻 域 UU. 使 得 当 (r.y)EU 有 
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>C (CC>0). 


因 轨 线 (x(0),y()) 趋 于 (xo,yo), 故 存在 to, 使 (x (40) ,y(t0))EU. 
由 (rowyo) 附 近 轨 线 的 单调 性 , 当 1 过 i 时 (xz 00),y(7)) 保 持 在 U 
内 . 于 是 对 1 过 to, 有 

六。 豆 竺 > 站 Cdi, 


其 中 zo 二 z(to) 十 y(to) 一 a. 即 得 
2 (0) So — 2). 
所 以 
EA Sow 一 上) >z 4)>0. 


当 ! 由 如 递减 并 趋 于 二 4 一 从 一 0, 从 而 存 
在 TLE[4,to) ,使 当 1 一 Ti 时 z(t) 一 0, 即 当 t 一 TT 时 ， 
(xD) ,YC0)) > (roryo). 

引 理 1.2 证 完 . 

由 以 上 的 引 理 与 图 ,我 们 得 到 在 已 十 如 闪 0, &，ks 过 0 情况 下 
运动 的 一 系列 性 质 : 

(1) 思 不 可 能 与 请 或 ps 相 碰 . (因为 无 轨 线 趋 于 vi ,vo. ) 

(2) 如 果 pi,pz 与 ps 初始 时 形成 等 边 三 角形 , 则 在 运动 中 此 
等 边 三 角形 不 变 ,但 是 这 种 状态 不 稳定 . ( 因 (a,a) 是 不 稳定 平衡 
点 .) 

(3) 如 果 pi,p: 与 p; 初始 状态 不 是 等 边 三 角形 , 则 必 在 有 限 
时 间 内 达到 三 者 共 线 . 

(4) 为 了 突出 本 性 质 将 它 叙 述 为 以 下 定理 . 

定理 1.1 当 太 十 如 六 0, 如 * kk 过 0 时 ,旋涡 的 限制 三 体 问 题 
(方程 组 (1.7)) 有 唯一 的 稳定 周期 解 . 

证 明 方程 (1.11) 的 每 一 个 平衡 点 对 应 着 三 个 旋涡 在 原 坐 标 
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系 中 的 一 个 周期 运动 ,而 该 方程 无 闭 轨 ,所 以 在 原 坐标 系 中 没有 其 
他 周期 运动 . 因为 方程 (1. 11) 有 唯一 的 稳定 平衡 点 ,所 以 方程 组 
(1.7) 有 唯一 的 稳定 周期 解 . 

2) 如 与 同 号 的 情况 

此 时 方程 (1. 12) 以 (0,0) 为 鞍点 ,ea) 是 中 心 型 平衡 点 . 不 难 
检验 ,此 时 第 一 象限 中 的 第 -- 积 分 

kr 二 ky 一 2a2(Alnr 十 klny)=C 

是 一 族 包围 平衡 点 (a,a) 的 闭 曲 线 , 所 以 (a,a) 是 中 心 . 立刻 得 到 
方程 (1. 12) 在 第 一 象限 中 的 相 图 . 从 而 得 到 方程 (1. 11) 在 物理 区 
域 万 中 的 轨 线 图 . 

图 12.5 是 设 包 >>0,A:>0 而 作 , 相 反 的 情况 只 要 改变 轨 线 的 
方向 . 


(0,0) (a.0) 
图 12.5 


与 ,ks 异 号 的 情况 相 比 较 ,此 时 9D 上 没有 稳定 平衡 点 .但 
是 在 广内 部 有 一 个 稳定 平衡 点 (ae,a). 另外 ,还 具有 以 下 性 质 : 
定理 1.2 当 太 十 各 闪 0, hh* 有 ,之 0 时 ,旋涡 的 限制 三 体 问题 
(方程 组 (1.7)) 有 无 穷 多 个 稳定 的 周期 解 ;有 无 穷 多 个 准 周期 解 . 
证 明 方程 (1. 11) 的 每 一 个 闭 轨 对 应 到 p, 在 旋转 坐标 系 中 
的 一 个 周期 运动 . 首先 我 们 来 求 这 些 周期 运动 的 周期 . 将 方程 
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(1.11) 化 为 以 下 形式 : 


dz V 3k, 

证 i Ya) + XX(r,y), 
dy_ V3k 

= +Y(y), 


其 中 处 (x,y),Y(r,y) 均 为 o( V(rT 一 a 六 十 (y 一 a)?7), 将 (a,a) 取 作 
原点 , 令 


[= VACz 一 a)， 

te Vhki(y— a). 
上 述 方程 化 为 

人 =— b+U(u,v), 

于 = 名 + Vlu,v), 


其 中 5= V3k 有 /4ra*,U,V 至 少 是 u,v 的 二 次 函数 . 这 正 是 第 二 
章 $ 3 直接 求 周期 解法 一 段 中 的 方程 (3. 14). 以 T(c) 表 示 经 过 点 
(u,v) 二 (ce,0) 的 周期 解 的 周期 ,T(c) 有 以 下 形式 


T(c) 一 至 G1 十 和 ec 十 face 十 …)， 


用 上 述 方法 可 以 求 得 

5 十 ka 
hi=0, 一 186- 2 
(hs 的 算法 出 于 本 书 第 二 章 8 3. ) 因 十 2 半 0, 所 以 hs 在 0,T(c) 
不 是 常数 .T(c) 所 取 之 值 必 能 盖 住 一 个 区 间 (T,,T,)(T,<Ts). 记 
两 旋涡 系统 旋转 的 周期 为 了 (了 =2x/w,w= (十 2)/4ra?), 则 他 
与 T(c) 之 间 有 两 种 情况 : 

(1) T(e) 与 了 可 通 约 (两 者 之 比 为 有 理 数 ), 于 是 两 者 有 一 共 
同 的 倍 周期 . 所 以 三 旋涡 在 固定 坐标 系 中 的 运动 也 是 周期 的 , 即 方 
程 组 (1.7) 有 周期 解 , 且 这 种 周期 解 是 稳定 的 . 
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(2) T(c) 与 了 不 可 通 约 ,方程 1. 11) 的 周期 解 对 应 的 三 旋涡 
运动 在 固定 坐标 系 中 不 是 周期 的 ,方程 组 (1.7) 得 到 准 周期 解 . 
由 于 区 间 (Ti.T:) 中 与 他 可 通 约 或 不 可 通 约 的 点 都 有 无 穷 多 
个 ,所 以 上 述 两 种 解 都 有 无 穷 多 个 . 定理 1. 2 证 完 . 

最 后 ,对 于 十 六 半 0, A 。 ks 之 0 情况 下 运动 的 性 质 ,也 不 难 
类 似 于 如， 过 0 的 情况 给 出 总 结 . 


§ 2 ”三维 梯 度 共 罗 系 统 的 全 周期 性 


我 们 在 第 六 章 中 研究 过 梯度 系统 
+=— gradV(z)， 
它 的 一 切 极限 点 都 是 平衡 点 . 
在 二 维 的 情况 下 ,梯度 系统 


的 共 思 系 统 为 
BY 
- 

BY 

3 一 起， 


它 有 第 一 积分 VCzr,y)=C. 如 果 V(z,y) 的 等 位 线 是 闭 曲线 , 则 此 
系统 的 轨 线 除去 平衡 点 之 外 都 是 闭 的 . 当 了 (z,y) 是 总 能 量 H(zx， 
y) 时 ,此 梯度 共 示 系统 就 是 熟知 的 Hamilton 系统 . 
另外 ,我 们 在 第 五 章 中 研究 过 Volterra-Lotka 捕食 方程 ; 

z= r(A 一 By)， 

y= y(Cz 一 也) 
(其 中 zx 宇 0,y 之 0;4,B,C,D 皆 正 ) ,知道 它 除去 平衡 点 与 坐标 轴 
(鞍点 的 分 界线 ) 之 外 每 一 轨 线 都 是 闭 的 . Volterra-Lotka 方程 本 
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身 不 是 梯度 共 罗 系 统 ,但 是 取 
V(r,y) = Dlnr+ Alny— Cr—By 
作出 的 梯度 共 斩 系 统 在 区 域 + 二 0.y>0 内 与 它 等 价 . 
显然 ,二 维 梯度 系统 的 共 印 系统 具有 性 质 ， 
(1) 右 端 函数 


满足 divF=0; 
(2) 存在 第 一 积分 了 (zy,y) 一 
我 们 将 二 维 梯度 共 思 系 统 的 以 上 两 个 性 质 加 以 推广 . 
定义 1 三 维系 统 


Z= F(r), 
如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(1) divF=0; 
(2) 存在 第 一 积分 G(x)=C， 
则 称 为 梯度 共 罗 系 统 ， 
例 1 显然 系统 
ea eH 
"Tay GB 
aa 30 
"一 5” dr’ 
Ba 9H 
z= ar EX 


是 梯度 共 轿 系统 . H(z,y,z) 二 C 就 是 它 的 第 一 积分 . 
例 2 刚体 绕 固定 点 O 运 动 , 取 刚 体 中 固定 标 架 与 O 点 主轴 
重合 . 若 不 受 外 力矩 作用 , 则 角速度 
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满足 方程 
J = (J; 一 Js)asos， 
J wz = (J3 一 Ji)wsm， 
J = (J — Ji)ww,, 
其 中 ,J2,J7, 是 主 惯量 . 这 个 系统 满足 
(1) divF (www)=0; 
(2) 有 第 一 积分 十 Jowi 二 Jw 二 C. 
所 以 是 梯度 共 斩 系统 . 
另外 ,旋涡 的 三 体 问题 , 当 旋 量 所 一 心 = 心 非 零 时 ,如 果 考 虑 
其 相对 运动 , 即 研究 0z,lzavla, 也 会 出 现 三 维 梯度 共 生 系 统 . 
下 面 来 证 明 三 维 梯度 共 印 系统 在 一 定 条 件 之 下 它 的 轨 线 除去 
一 些 平衡 点 与 鞍点 分 界线 之 外 全 是 闭 轨 线 . 我 们 将 这 种 性 质 简称 
为 全 周期 性 . 
引 理 2.1 系统 
z= F(z) ， 
定义 在 WCR 上 ,满足 divF=0. 今 DD 是 W 内 任 一 区 域 ,V(D) 表 
示人 的 体积 ,{g,} 是 系统 的 流 , 则 对 一 切 :€ R, 有 
Vg.(D)) = V(D). 
定义 2 称 函数 G(p)(pE R') 为 正规 的 , 若 它 满足 以 下 条 件 : 
G(p) 是 C' 的 .等 位 面 G(p)=C 是 一 族 闭 曲面 ,其 中 C>0.C=0 
时 ,G(p)=0 对 应 一 个 点 po. 曲面 G(p)==C 记 作 cc, 其 所 包围 的 
空间 区 域 记 作 Ve, 当 Ci<Cs 时 ,有 VeCVe,. 且 由 po 出 发 的 半身 
线 交 每 一 曲面 GC(p)==C 于 一 个 点 . 又 当 p 夺 po 时 ， 
gradG(p) < 0. 
引 理 2.2 设 f(p)(pER') 是 R 中 的 点 函数 ,G(p)(pE R') 
是 正规 的 , 则 


d A do 
,fav | re TadcT， 


其 中 dV 和 do 分 别 表示 体积 和 面积 元 素 . 
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证 明 取 po 为 原点 O, 作 一 直角 坐标 系 ,得 到 函数 G(xr,y,z) 
满足 G(0,0,0)=0. 再 取 新 坐标 (C,0,9) ,使 与 坐标 (rz,y,z) 有 以 
下 关系 

[C 一 CCr,y,z)， 


0 = 让 
arctan CH YI (2.1) 


a > 
9 一 arctan 工 ， 
其 中 C 宇 0,10|<x/2,1p|<x. 于 是 


dCddg = D(C.,0,9) 


D(z,y,z) dzrdydz. 


令 r=(zr,y,z), 有 
dCdbdg = Gr gradG |dV. 


由 此 得 到 


rzcosgdbd 
|gradC |cos Cr,gradC) 


其 中 19| 志 x/2,(r,gradG) 取 锐角 . 因为 等 位 面 oc: Gl(zx,y,z)=C 
的 面积 元 素 do 与 垂直 于 r 的 曲面 面积 元 素 rcos9d0dq 之 间 有 关 
系 : 


dV = dC， 


区 rzcosgdbdy 
cos(r,gradC)” 
所 以 我 们 得 到 
dCdc 


dV = ToradoT: 


于 是 
dCdo 


| fp)dV = | Fo) TS = = Jac| ro sor: 


将 以 上 等 式 的 两 端 对 4 求 导数 就 得 到 所 要 证 明 的 关系 式 . 
引 理 2.3 设 梯度 共 思 系 统 
= F(zx) 
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的 流 是 {9,) ,第 一 积分 是 G=C,G 是 正规 的 ;曲面 wc 是 等 位 面 cc: 
G=CGC>0) 的 一 部 分 ;Mo 分 别 是 |gradG | 在 cc 上 的 上 、 下 界 ， 
M 宇 m 之 0. 则 对 任意 :ER 有 


Soc)) > HE), 


其 中 符号 3(o) 表 示 c 的 面积 . 
证 明 取 C'>C, 于 是 YeCVe 
设 0 是 空间 区 域 ,ACVe, 2nvec=2c, NN oc =we. 
在 Vc' 上 定义 一 个 点 函数 
1， 当 p € 0， 
0， 当 户 E YecN0. 
由 引 理 2. 1 知 ,对 任意 1€R 有 等 式 
V(Qc) = V(PCOc)). 
因 轨 线 在 G= C 上 ,所 以 由 Qc CVe 知 ,p.(f2c)CVe. 于 是 上 等 式 
两 端 都 可 应 用 函数 f(p) 表 为 Vc 上 的 积分 ,得 到 等 式 ， 


| roar = |, rodr、 
将 等 式 两 端 对 C 求 导数 ,再 应 用 引 理 2. 2 就 得 到 
do do 
| re 二 -= re- 情结 
又 由 we Coc 知 ,p(wc)C cc 所 以 


f(p)= 


do -| do 
| lgradG| Jo |gradC| 
因为 在 oc 上 有 0< 二 m 志 |gradG|< M, 所 以 上 等 式 两 端 分 别 满足 
不 等 式 


dc 1 
| leradGl > ME 


do 1 
| laradGT < m9.(e)). 
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结合 起 来 就 得 到 : 村 任意 1€ R, 有 
Sr(oo)) 2 Ee). 


引 理 2.4 设 = 维 袖 度 共 匀 条 统 
[二 PCzr,yyz)， 
y= PCzrvyz)， Rs 人 
[= F(r,y,z) 
右 端 解析 ,其 第 一 积分 中 的 函数 G(r,y,z) 正 规 、 解 析 , 则 此 系统 限 
制 在 流 形 GCz,y,z)=Cu(Co>0) 上 是 解析 的 . 
证 明 仍 取 引 理 2. 2 中 的 坐标 (C,0,9), 它 与 (xz,y,z) 满 足 关 
系 式 (2.1). (9,9) 可 取 作 流 形 GCz,y,z)=C 上 的 坐标 . 对 新 坐标 ， 
系统 (2.2) 化 为 以 下 形式 : 


F,, (2. 3) 


$= 37 
上 式 右 端 所 含 x,y,z 是 由 式 (2. 1) 式 所 确定 的 (C,0,9) 的 函数 . 因 
为 C =0, 当 限制 在 流 形 G(x,y,z) 二 C。 上 时 ,有 C=Co. 将 式 
(2. 3) 中 后 两 式 右 端 的 C 用 C。 代入 ,就 得 到 限制 在 流 形 G=G。 上 
的 系统 : 


d= Wr, + Br, + Yr, fi(0,9), 


(2.4) 
Sr + BF, = fi(0,9. 
因为 已 GC=1,2,3) 是 (rz,y,z) 的 解析 函数 ,9,8 当 zx 0 时 也 是 
(zyyvz) 的 解析 函数 ,所 以 为 证 明 式 (2. 4) 的 右 端 是 (9, 史 的 解析 函 
数 ,只 要 证 明 zx,y,= 是 (0,9) 的 解析 函数 . 为 此 将 式 (2. 1) 式 改写 为 
以 下 方程 组 : 


$= $2F, + 
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[Hi(C,0,9;7,y,2) =C— G(r,y,2), 


z 
(zx: 十 PA" 
了 了 
4 


aici 一 0 一 arctan 


EC,evwpirvyvz) 一 9 一 arctan 
在 引 理 2. 2 中 ,我 们 已 经 计算 出 了 行列 式 


DC,00)| _1 1 ‘ 
Dd) | (r+ ye “gradC)， 
D(H',H,,H,; 


于 是 zx 0, 短 阵 了 二 是 可 道 的 .根据 参考 文献 [23] 中 
134 页 的 解析 隐 范 数 定理 ,|p| 夺 /2 时 ,z,y,z 是 (C,0,9) 的 解析 
函数 . 因为 可 以 施 转 坐标 架 ,所 以 系统 (2. 4) 式 有 端 是 (9,D) 的 解析 
函数 

定义 3 称 平衡 点 /为 广义 鞍点 ,如 果 有 且 仅 有 有 限 条 轨 线 ， 
当 上 一 十 co 或 上 一 一 co 时 , 趋 于 点 轧 

定理 2. 1 设 梯度 共 印 系统 宇 一 Pz) 右 端 解析 ,又 其 第 一 积 
分 中 的 函数 GCz) 正 规 、 解 析 , 则 限制 在 流 形 CCz,y,z) 一 CCC>0) 
上 所 得 到 的 系统 


人 万 (0 只， 
$= f,(0,9) 
的 平衡 点 都 是 中 心 或 广义 鞍点 . 


证 明 无 妨 设 平衡 点 在 (0,9) 二 (0,0) 处 ,否则 旋转 坐标 架 . 
令 闫 = (8 十 PF)/2, 有 


dy 
dR tom = + = /0,D. 


根据 引 理 2. 4, 上 式 右 端 函数 f(0,9) 解 析 , 又 (0,0) 二 0. 参看 参 
考 文献 [22], 存 在 (0,0) 的 充分 小 圆 域 B, 在 B 内 ,曲线 /(0,9)==0 
最 多 有 有 限 条 分 支 : 4，,… ,4. 圆 域 B 被 44,… ,li 分 为 个 小 扇形 


1.…,01, 在 扇形 的 侧 边 上 %F 一 0, 在 户 形 “上 时 定 号 ,一 1， 
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2 

考虑 小 扇形 之 一 o, 先 设 上 号 <0. 于 是 在 6 的 圆 弧 边 上 
轨 线 由 外 向 内 . 再 按 o; 的 两 个 侧 边 4 -, 与 4 上 轨 线 进 或 出 的 各 种 
可 能 分 为 下 列 三 种 情况 : 

(1) 在 上- 与 4 上 轨 线 也 都 是 由 外 向 内 的 . 根据 引 理 2. 3, 这 
是 不 可 能 的 . 因为 可 以 在 w 上 取 一 小 块 闭 区 域 w, 它 不 含 原点 ,有 
正 的 面积 , 即 3Cwo) 之 0. 由 引 理 2. 3, 对 任意 上 ER 有 

39g(o)) > 2) 一 人 > 0. (2.5) 


在 圆 域 B 内 取 原 点 的 一 个 充分 小 的 贺 形 邻 域 N, 使 N 的 面积 小 
于 /2. 因为 从 上 每 一 点 出 发 的 轨 线 当 + 一 十 cc 时 , 趋 于 原点 . 
所 以 对 的 每 一 点 ,存在 一 个 点 p 的 开 邻 域 ,使 从 此 开 邻 域内 一 
切 点 出 发 的 轨 线 到 Cp) 时刻 都 进入 了 N. 由 有 限 敌 盖 定 理 , 又 注 
意 到 轨 线 都 在 6 内 ,所 以 “一 0. 于 是 存在 一 个 时 刻 了 ,使 pr(w) 
CN, 从 而 3(pr(w))<t/2. 这 与 式 (2.5) 了 矛盾 . 所 以 A 个 o 之 中 没 
有 这 一 类 小 扇形 . 

(2) 在 4_, 与 上 上 雪线 都 是 由 内 向 外 的 . 对 这 种 6, 从 其 贺 弧 
边 上 出 发 的 轨 线 必 有 当 + 一 十 cc 时 趋 于 原点 的 ,但 这 种 轨 线 只 能 
有 一 条 . 因为 若 多 于 一 条 , 则 圆 弧 上 必 有 一 段 ,从 这 一 段 上 的 每 一 
点 出 发 的 轨 线 都 趋 于 原点 . 可 以 像 (1) 中 一 样 地 证 明 , 这 是 不 可 能 
的 . 

(3) 在 侧 边 上 ,与 4 之 一 上 轨 线 由 外 向 内 , 另 一 边 上 由 内 向 
外 .对 于 这 种 n ,进入 它 的 轨 线 当 ! -* 十 co 时 ,一 条 也 不 能 趋 于 原 
点 . 这 个 证 明 与 (2) 中 类 似 . 

同样 地 考虑 另 一 些 4, 在 0, 上 各 >>0. 即 在 6 的 图 弧 边 上 轨 
线 由 内 向 外 . 结论 是 没有 两 个 侧 边 上 轨 线 也 是 由 内 向 外 的 小 记 
形 ;在 两 个 侧 边 上 轨 线 都 是 由 外 向 内 的 小 户 形 中 ,有 且 只 有 一 条 轨 
线 当 : 一 一 co 时 趋 于 原点 ;在 一 个 侧 边 上 轨 线 向 内 , 另 一 个 侧 边 
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十 轨 线 向 外 的 小 遍 形 中 ,没有 轨 线 当 : 一 一 = 时 趋 于 原点 . 

总 结 以 上 讨论 得 知 : 平衡 点 或 为 广义 鞍点 ,或 为 中 心 点 或 为 
焦点 .我 们 可 以 像 (1) 中 一 样 地 ,应 用 引 理 2. 3 证 明 平衡 点 也 不 可 
能 是 焦点 . 定理 证 完 . 

定理 2.2 设 三 维 梯度 共 示 系统 

i= F(x) (2.6) 
满足 条 件 : 

(1) 右 端 函数 F(t) 解析 ; 

(2) 第 一 积分 中 的 函数 G(r) 解析 、 正 规 ; 

(3) 在 每 一 张 等 位 面 G=C 上 都 只 有 有 限 个 平衡 点 . 

则 系统 (2. 6) 在 每 一 等 位 面 G=C 上 的 轨 线 除去 中 心 与 有 限 条 远 
点 的 分 界线 之 外 都 是 闭 轨 . 

证 明 因为 关于 闭 曲 面 G=C 上 轨 线 的 极限 集 也 有 Poincare- 
Bendixson 定理 . 按 定理 2. 1, 系统 (2. 6) 在 等 位 面 G=C 上 的 平衡 
点 都 是 中 心 或 广义 鞍点 ,所 以 G=C 上 只 有 有 限 条 轨 线 的 w( 或 4) 
极限 集 是 平衡 点 ,其 他 一 切 轨 线 的 w( 或 a) 极限 集 或 为 闭 轨 , 或 为 
由 鞍点 与 其 分 界线 构成 的 轨 线 多 边 形 . 如 果 这 些 轨 线 本 身 不 是 闭 
轨 , 而 以 其 他 闭 轨 或 轨 线 多 边 形 为 o( 或 a) 极限 集 , 则 也 可 像 定理 
2. 1 证 明 中 的 情况 (1) 那 样 ,应 用 引 理 2. 3 来 证 明 这 是 不 可 能 . 所 
以 这 些 轨 线 都 是 闭 轨 . 定理 证 完 . 

我 们 将 梯度 共 思 系统 的 以 上 性 质 称 为 全 周期 性 . 

下 面 的 定理 帮助 我 们 判断 平衡 点 在 等 位 面 上 的 性 质 . 

定理 2.3 设 三 维系 统 

i= F(x) (2.7) 
有 第 一 积分 G(x)==C, 点 PER 是 系统 (2.7) 在 曲面 CCz) 一 Cs 上 
的 一 个 平衡 点 , 则 系统 (2. 7) 在 平衡 点 户 处 的 导 算 子 有 一 个 特征 
值 为 零 , 另 外 两 个 特征 值 与 系统 (2.7) 限 制 在 曲面 G=C。 上 的 系 
统 ,在 平衡 点 p 处 的 导 算 子 的 两 个 特征 值 相 同 . 
证 明 取 坐 标 系 使 原点 在 点 户 处 , 即 p= 二 (0,0,0). 令 x-y 平 
370 


(2.7) 可 表示 为 : 
EE: 一 (rsyvz)， 
y=F,(r,y,z), 
| =F,(r,y,2), 
它 以 原点 为 平衡 点 ,已 (0,0,0) 一 0G 一 1,2,3). 
函数 G 是 第 一 积分 ,所 以 
GFitG, Fs+G.F;=0. 
曲面 GC(z,y,z)=C, 在 原点 处 与 x-y 平面 相 切 , 所 以 有 
G:(0,0,0)=Gy(0,0,0)=0 与 G:(0,0,0)#0. 
于 是 在 原点 附近 G. 半 0, 由 式 (2.9) 得 到 


G: G 
F=-G mG PF 


代入 系统 (2. 8) ,得 到 系统 (2.7) 在 原点 附近 的 另 一 形式 : 


=F(r,y,2), 
y=F,(r,y,2), 


之 一 -pF 


C。 
应 用 这 个 表达 式 ,不 难 算出 原点 处 的 导 算 子 ， 
Fs PF, PF 
DF(0)= | 已。 F,, F, 
Od SO Oa ey 
于 是 特征 方程 为 : 
pre -l= =0. 
和 


面 与 曲面 G=C。 在 点 p 处 的 切 平面 重合 . 对 所 取 的 坐标 系 ,系统 


(2.8) 


(2. 9) 


(2.10) 


(2.11) 
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所 以 在 平衡 点 p 处 的 导 算 子 有 一 个 特征 值 为 零 ,另外 两 个 特征 值 
由 下 面 的 方程 式 决定 : 
下 一 人 

F, pa 一 0. (2..13) 
因为 曲面 方程 G=C。 满足 条 件 G(0,0,0) 一 Co 二 0, 又 有 式 
(2. 10), 所 以 由 隐 函 数 存 在 定理 ,得 到 方程 C=Co 在 (0,0,0) 附 近 
所 确定 的 函数 >=z(z,y), 它 满足 z(0,0) 一 0, 又 


| 和 

Ox | wo.0 Cooo 这 
ac| __& 

9y (0.0) G, | ‘0.0.0 


于 是 点 p 附近 ,曲面 G=C。 上 的 向 量 场 在 切 平面 (zx-y 平面 ) 上 的 
投影 为 : 

(fiz ys fr,y)) = (PCzy,z(Czy)) ,F(z yz (Ty))). 
取 (z,y) 为 曲面 G=C。 上 的 局 部 坐标 ,得 到 限制 在 曲面 G=C。 上 
的 系统 

| 万 (zy)， 


y= f(z,y). 
显然 , 它 以 (0,0) 为 平衡 点 ,在 (0,0) 处 的 导 算 子 为 : 
The fy 
Df(0,0)= 
9 0 I 
az az 
FurtPear Prt FD, 


> 


az 
Fart Pa Ft Fa),, 


由 式 (2. 13) 得 


Df(0,0) = bp | 
Fs Fa) oo.0 


将 上 式 与 式 (2. 12) 比 较 立 刻 得 到 定理 2. 3 所 要 的 结论 . 
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例 讨论 无 外 力 年 时 章 体 绕 固定 点 O 的 运动 方程 : 


一 必 
| 一 i 
| 
| 一 5 Ca 
i A 
[全 一 J Wiw: 

显然 上 述 方程 满足 定理 2. 2 中 的 一 切 条 件 : 

(1) 右 端 函数 解析 ; 


(2) 第 一 积分 中 的 函数 jw 十 Jszw 十 Jaas 正规 、 解 析 ; 

(3) 在 每 一 张 等 位 面 ]wi 十 Jo 十 jw 一 CCC>0)( 都 是 一 个 
椭 球 面 ) 上 有 6 个 平衡 点 : ( 士 a,0,0),(0, 士 ,0)(0,0, 士 c). 由 定 
理 2. 2, 方 程 在 每 -- 等 位 面 上 的 轨 线 除去 中 心 、. 鞍 点 与 有 限 条 鞍点 
的 分 界线 之 外 都 是 闭 轨 . 

下 面 来 判断 等 位 面 上 的 平衡 点 的 类 型 . 为 确定 起 见 , 设 J 二 
J, 之 J 之 0. 因为 导 算 子 


J;C— J J 一 J 


9 
天 = J 一 J 
Df(w) = TT 0 | 
i J 元 2 0 
所 以 

0 0 0 

JJ 一 几 
De,o,0 = °° 现 
0 0 


3 


除去 有 一 个 特征 值 为 零 之 外 ,另外 两 个 特征 值 是 十 8, 其 中 


了 DOOR 
B= 
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应 用 定理 2. 3, 在 每 一 张 等 位 面 上 平衡 点 (十 ,0,0) 是 中 心 . 同 理 
可 得 (0, 士 6,0) 是 鞍点 ,0.0, 士 C) 是 中 心 . ( 见 图 12. 6. ) 


图 12.6 


下 面 再 应 用 定理 2. 2 得 出 一 些 生态 方程 中 的 结论 . 
定理 2.4 在 第 一 象限 R’,={(zx,y,z)|z 之 0,y 宇 0,z 之 0} 上 
考虑 系统 


$= y(k, 一 az + 7z), (2.14) 
z= z(ks 一 Br 十 ay)， 
其 中 参数 a,B,7,&,,k,,k; 是 以 下 两 种 情况 的 任 一 种 : 
(1) a,B,Y 皆 正 ; 
(2) a,7>0,8<0;k>0,k<0. 


人 (Ai 一 yy 十 zx)， 


只 要 它们 满足 条 件 

Aia 十 28 十 Ay 一 0， (2. 15) 
则 系统 (2. 14) 在 第 一 象限 内 R; 一 {(z,y,z)|z>0,y>0,z>0} 出 
发 的 轨 线 除去 平衡 点 之 外 都 是 闭 轨 


证 明 两 种 情况 可 作 如 下 的 解释 : 
设 r.y,z 分 别 表示 三 个 物种 4,B.C 的 成 员 密度 , 则 情况 (1) 
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表示 物种 C 以 B 为 食 , 物 种 B 以 4 为 食 ,而 A 又 以 C 为 食 . 情况 
(2) 表 示 物 种 C 以 B 与 4 为 食 , 当 B 与 4 部 没 有 时 ,其 增长 率 为 
负 ;B 以 4 为 食 ;4 有 充分 的 食物 . 若 无 B 与 C 以 它 为 食 , 它 将 无 
限 地 增长 . 
显然 坐标 轴 、 坐 标 面 都 是 系统 (2. 14) 的 不 变 集 ,从 而 R3 也 是 
系统 (2. 14) 的 不 变 集 . 为 求 Ri 中 的 平衡 点 , 解 代数 方程 组 
ki—Yy+ Bz= 0, 
fet Yr 一 0， (2.16) 
如一 Br 十 ay 一 0， 


其 系数 行列 式 
OS 
7 0 一 wa 
一 8 0 


为 霉 . 满足 条 件 (2.15) 时 ,方程 组 (2. 16) 有 解 ,组 成 一 直线 : 
=at++k/B, 
ba t€ (一 coyco). 
z= — hk/B 
不 难看 出 ,在 情况 (1) 之 下 ,有 半 条 直线 在 R+ 内 由 平衡 点 组 成 ;在 
情况 (2) 之 下 ,有 一 段 直线 在 R; 内 由 平衡 点 组 成 . 
设 (z,y,z) 为 R', 内 任 一 平衡 点 .计算 得 (5,y,z) 处 的 导 算 
子 为 : 


0 — 7 Bi 
Df/(z,y,z) = 7 了 0 一 7|. (2.17) 
一 Bz a 0 


其 特征 值 为 0 与 土 w(w 二 Va yz 十 Br zz 十 六 YY》 ). 零 特征 值 相 
应 的 特征 向 量 为 (a,8,7) ,其 方向 为 沿 着 平衡 点 组 成 的 直线 . 
取 系 统 (2.14) 在 R, 内 的 一 个 平衡 点 (p,q,s) ,在 Ri 上 作 变 换 
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Y = Iln(y/g). (2.18) 
Z = ln(z/s)， 


(X,Y,Z)ER'. 系统 (2.14) 式 化 为 RY 上 的 系统 


人 ln(Cz/p)、 


民 = hk — Yge” + Bse’, 
自 = hk — ase’ 十 ypex， (2. 19) 
四 = k,— Bpe* + age’. 

显然 它 以 (0,0,0) 为 平衡 点 ,并 且 还 有 一 条 过 点 (0,0,0) 的 曲线 是 
由 平衡 点 组 成 的 . 

系统 (2. 19) 是 梯度 共 e 系 统 . 因为 它 显然 满足 条 件 divF 二 0， 
又 有 第 一 积分 

H(X,Y,Z) = ple* 一 X) 十 ge 一 Y) 十 s(ez 一 Z) = C. 


(2. 20) 
为 了 应 用 定理 2.2 研究 系统 (2. 19) ,我 们 取 
G(X,Y,Z) = H(X,Y,Z) — (p+g+s), 
即 取 
G(X,Y,Z) =ple*—1— X)+g(e—1—Y) 
十 s(ez 一 1 一 2Z). 
这 个 G 是 解析 的 ;G(0,0,0)==0. 不 难 验 证 ,对 一 切 C>0,G=C 是 
闭 曲 面 ;C 愈 大 ,G=C 所 包围 的 区 域 Vc 愈 大 ,并 且 由 原点 出 发 的 
射线 交 每 一 曲面 G=C(C>>0) 于 一 个 点 .又 (X,Y,Z) 关 (0,0,0) 
时 ,gradG 闪 0. 总 之 ,G 是 正规 的 . 又 显然 每 一 张 等 位 面 G=C 上 都 
有 两 个 平衡 点 ,这 两 个 平衡 点 在 等 位 面 上 是 中 心 型 的 . (此 结论 可 
以 通过 研究 系统 (2. 14) 而 得 到 . 事实 上 ,由 式 (2. 17) 知 系统 (2. 14) 
在 及 中 的 任 一 平衡 点 处 的 导 算 子 除 一 个 零 特征 值 之 外 ,另外 两 
个 特征 值 是 一 对 共 罗 虚 根 . 根据 定理 2. 3, 系 统 (2. 14) 在 等 位 面 
376 


Gin 二 
站 


上 的 两 个 平衡 点 都 是 中 心 型 的 . ) 由 定理 2. 2. 系 统 (2. 19) 除 平衡 
点 之 外 一 切 轨 线 都 是 闭 的 .从 而 系统 (2. 14) 式 在 A 内 出 发 的 轨 
线 除 去 平衡 点 之 外 都 是 闭 的 . 定理 2. 4 证 毕 . 

最 后 ,作为 上 述 方法 的 一 个 简单 的 应 用 ,还 可 得 到 Freedman 
与 Waltman 证 明 的 一 个 定理 . 

定理 2.5 考虑 R ,上 的 系统 


.ln 之 .ln 三 | =C 
9 了 


了 ry) 
攻 ks 一 axz 十 aaz)， (2.21) 
2 一 z(k; 十 alsy)， 
其 中 wu 和 皆 正 , 这 0, k,,k; 过 0. 设 满足 条 件 
kiasz 十 Asats 一 0， (2. 22) 
则 轨 线 在 R; 内 除 平衡 点 之 外 全 是 闭 的 . 
证 明 条 件 (2. 22) 成 立时 ,由 代数 方程 组 
Ai 一 alizy 一 0， 
1 一 az 十 azzr 一 0， 
A: 十 ay 一 0 
可 解 出 一 条 直线 


Uz k 
|。 一 一 ZX 十 一 . 
Q23 Q23 


此 直线 在 zx 之 一 妃 人 aa 的 部 分 在 Ri。 中 . 该 部 分 直线 上 的 点 全 是 系 


统 (2. 21) 的 平衡 点 . 
对 于 R3 中 任 -平衡 点 (元 , 了 ,三 ), 求 出 该 点 处 的 导 算 子 
0 一 az 0 
Df(z,7,z) = |any 0 一 azsy|. (2. 23) 
L 0 QazZ 0 
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此 导 算 子 除 -一 个 坟 特 征 值 之 外 .另外 两 个 特征 值 是 土 iw, 其 中 


WE a TY 十 Fa Ca 


取 系 统 (2. 21) 在 R' 中 的 一 个 平衡 点 (p,q,s). 也 像 定理 2. 4 
中 - 样 作 变换 (2. 18). 得 到 R* 上 的 系统 


di = kl — awge’, 
时 一 A 一 daase 十 unpe*, (2. 24) 
dZ 


人 hk; 十 wazder。 


为 求 得 它 的 第 一 积分 严 (X,Y,Z)=C, 设 瑟 (X.7Y,Z) 有 以 下 形式 
dpes + bger 十 csez 十 人 X 十 my 十 7Z. 
将 方程 (2. 24) 代 入 H 所 应 该 满足 的 关系 式 


oH dX 站 oH dy 让 aHdZ 
dxXd Fd QZ dt 


比较 同类 项 ,得 到 a,b,e ,l,m,n 所 满足 的 一 个 齐 次 线性 的 代数 方 
程 组 , 可 计算 出 它 的 系数 行列 式 之 值 为 一 aaazsCkiass 十 ksa12)”. 根 
据 条 件 (2. 22), 此 行列 式 之 值 为 零 .于 是 定 出 一 组 非 零 的 解 , 便 得 
到 


H(X,Y,Z) =anple* — X)++aiwgle’ — YY) 


en 


十 
再 经 过 与 定理 2. 4 中 辣 检 的 讨论 ,就 证 得 定理 人 大 亚 


Ce 2 
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第 十 三 章 ，” 柱 面 和 环 面 上 的 动力 系统 及 其 应 用 


Ai 柱 面 及 环 面 上 上 的 动力 系统 


本 章 考 虑 具有 周期 向量 场 的 动力 系统 ,这 种 系统 的 一 个 最 简 
单 的 例子 是 


{ 员 = BF.0). 
1 (1.1) 
lo= Ol(¢.0). 


其 中 更 ,9@ 是 9 的 周期 为 2x 的 周期 卫 数 .由 于 向 莉 场 具有 2x 周 
期 ,我 们 只 需 在 宽 为 2x 而 平行 于 0 轴 的 任意 带 域 中 进行 各 种 讨论 
即 可 了 解 整个 相 平 面 的 轨 线 性 态 . 如 果 把 任意 一 个 这 种 带 域 卷 起 
来 ,就 得 到 -一 个 周 长 为 2x 的 柱 面 5S'X R', 而 p,9 可 看 成 是 此 柱 面 
上 任 -- 点 的 柱 面 坐 标 . 因此 ,系统 (1. 1) 的 相 空间 可 看 成 是 一 个 柱 
面 , 且 该 系统 可 称 为 是 定义 在 柱 面 上 的 动力 系统 (图 13. 1). 


图 13.1 把 对 9 共有 2x 周期 的 周期 相 半 面 看 成 是 个 柱 面 


如 果 系 统 (1. 1) 的 向 量 场 不 仅 对 9 具有 周期 性 ,而 且 对 0 也 具 

有 周期 性 , 则 通过 尺度 的 变换 不 妨 设 向 量 场 对 p,6 的 周期 都 是 

2x, 这 时 我 们 只 需要 在 正方 形 [0,2x,0.2x] 中 进行 讨论 就 可 了 解 
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将 个 相 平面 中 轨 线 的 性 态 . 把 这 个 下 方形 的 两 对 对 边 部 精 合 起 来 ， 
就 得 到 一 个 环 面 1? 二 S' XS'. 因此 这 时 系统 (1.1) 的 相 空 间 可 看 
成 是 环 面 2? ,而 该 系统 又 可 称 为 是 定义 在 环 面 上 的 动力 系统 (图 
13. 2). 


图 13.2 把 对 ,9 共有 2r 周 期 的 周期 相 平面 看 成 是 一 个 环 而 


一 般 地 ,我 们 可 考虑 系统 
bi = 广 (P gp,), 
Gz = 万 (PP,)， (1.2) 


多 = fi p,). 
如 果 系统 (1.2) 右 端 对 变量 9, ,…,9;,(1<m<n) 都 是 2r 周期 函 
数 , 则 可 把 此 系统 的 相 空 间 看 成 是 一 个 柱 面 : S:XR" ;如 果 系 统 
的 右 端 对 所 有 的 变量 9,，,… ,9, 都 是 2 周期 的 , 则 其 相 空间 就 可 

以 看 成 是 一 个 环 面 : T"=S'1XS'X*…XS'. 
现在 考虑 定义 在 柱 面 或 环 面 上 的 二 维 动力 系统 (1. 1) 的 周期 
解 的 分 类 . 如 果 周 期 解 卫 是 一 条 完全 位 于 宽 为 2r 的 周期 带 域 中 ， 
或 者 位 于 边 长 为 2x 的 周期 正方 形 之 中 的 闭 轨 线 ,其 性 质 就 与 平面 
系统 的 闭 轨 线 完全 一 样 . 例如 ,可 用 Bendixson 环 域 定理 来 证 明 它 
的 存在 性 ,其 内 部 必然 包含 一 个 奇 点 (第 三 章 8 4 中 推论 4. 1) 等 . 
这 种 周期 解 称 之 为 第 一 类 周期 解 (图 13. 3). 然而 ,对 于 柱 面 或 环 
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面 上 的 动力 杀 流 .还 存在 归 “种 解 . 这 种 解 画 在 原 米 的 相 平 面 上 并 
线 , 它 的 两 个 端点 是 周期 2x 的 带 域 或 正方 形 半 行 边 

, 当 把 相 乎 面 卷 起 来 时 .这 两 个 端点 就 重合 了 ,而 原来 
的 轨 线 就 成 为 -- 条 在 柱 面 或 环 面 上 的 闲 曲线 (图 13. 4). 这 种 解 称 
为 第 二 类 周期 解 , 其 性 质 与 第 一 类 周期 解 有 很 大 区 别 , 如 对 它 不 能 
应 用 Bendixson 环 域 定理 ,其 内 部 也 不 -一定 包含 奇 点 等 . 


> 
O 


区 13. 3 柱 面 或 环 而 系统 的 第 -类 周期 解 


(2 


图 13. 4 柱 面 或 环 面 系统 的 第 二 类 周期 解 


以 上 的 说 法 完全 是 从 几何 形象 出 发 ,不 能 推广 到 高 维系 统 
(1.2) 上 ,同时 也 没有 表示 出 这 两 类 周期 解 的 解析 特征 ,因此 下 面 
给 出 两 个 等 价 的 严格 定义 . 

定义 1 定义 在 柱 面 5S'XR"' 或 环 面 7" 上 的 系统 (1.2) 的 一 
个 周期 解 荆 称 为 是 第 一 类 的 ,如 果 古 与 R" 中 的 点 同 伦 ; 荆 称 为 是 
第 二 类 的 ,如 果 工 不 能 与 任意 R" 中 的 点 同 伦 . 

为 方便 起 见 , 把 环 面 上 的 系统 (1. 2) 写 成 向 量 形式 : 
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$=/(8), SER'. (1.3) 
其 中 广 : R">R" 是 C" 的 , 且 对 gp,,…,y, 都 是 2x 周期 的 , 即 
f(@ 二 2r5E) = f(9), (1.4) 
这 里 EE 表 示 nXxn 单位 矩阵 . 
定义 2 系统 (1.3) 的 一 个 周期 解 B(1) 称 为 是 第 一 -类 的 ,如 果 
存 作 六 0. 使 得 对 于 所 有 1E Ri 有 
BUH+T) = B01), 
且 对 任意 0 三 7T'<:T7， 
DUFFT') DU). 
(1) 称 为 是 (T,p) 型 的 第 二 类 周期 解 ,如 果 存在 了 之 0 和 -个 分 
其 都 是 自然 数 的 向 基 
p=(pir pn)!, 
使 得 
$l 十 T) 三 G() + 2rEp, 
且 了 是 使 得 上 述 恒 等 式 成 立 的 最 小 正 数 ， 
对 两 个 第 二 类 周期 解  (t) ,@:(t) 可 定义 所 谓 锁 相 的 概念 . 
定义 3 系统 (1.3) 的 (T,p1) 型 的 第 二 类 周期 解 @ (和 一 
个 (7T,,p:) 型 的 第 二 类 周期 解 2(z) 称 为 是 互相 锁 相 的 ,如 果 


az 


Pi=ub, p= ak,, 且 姑 = 用 ， 
其 中 E, 为 分 量 都 是 1 的 向 量 字 . 
在 这 一 节 最 后 ,再 给 出 一 个 动力 系统 中 经 常 使 用 的 概念 : 
定义 4 设 B(z,8,) 是 系统 (1.3) 的 初 值 为 6(0)=@ 的 解 ， 
则 映射 
P':R'—>R, P'(®,)= $B(,8,) 
称 为 是 系统 (1. 3) 的 时 间 为 1 的 Poincare 映射 ,简称 为 t- 映 射 . 


、 WD 这 个 条 件 是 比较 强 的 ,但 在 本 书 讨论 的 问题 中 , 锁 相 都 在 这 样 强 的 意义 下 成 
be 
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$2 圆周 映射 和 旋转 数 


从 柱 而 或 全 而 上 的 动力 系统 的 流 经 常 可 导出 一 类 重要 的 映 
射 , 称 为 加 周 映射 .下面 我 们 给 出 其 定义 并 先 研 究 圆周 映射 的 一些 
性 质 ,然后 再 研究 一 个 二 之 密切 相关 的 拓扑 共 示 不 变量 旋转 数 的 
性 质 . 

定义 1 5S' 的 保定 向 微分 同 胚 /: S'~S' 称 为 圆周 映射 . 

为 了 研究 圆周 映射 ,经常 把 三 拉 开 到 R' 上 去 ,这 种 拉 开 的 映 
射 称 为 提升 . 为 说 明 提 升 , 先 定 十 如 下 的 绑 盖 映射 

rr) 一 ef 一 cos(2rxr) 十 isin(2rz). (2.1) 

此 映射 把 R! 环绕 到 S' 上 而 不 往 回 绕 ,因此 无 临界 点 . 

定义 2 设 /:5' 一 5! 是 连续 映射 .下 : R' 一 R' 称 为 是 了 的 

-个 提升 , 若 


reoF= fox. (2.2) 
注意 ,x 不 是 政和 /之 间 的 拓扑 共 郝 ,由 于 x 是 多 对 一 的 而 不 
是 一 对 一 的 映射 . 可 以 证 明 , 对 任意 5'>5! 的 连续 映射 了 提升 必 
定 存在 . 
提升 有 以 下 一 些 性 质 : 
引 理 2.1 设 /:5S'>5! 是 连续 映射 , 则 
(1) /的 任意 两 个 提升 相差 一 个 整数 ， 
(2) 若 政 是 /的 提升 , 则 F(z 十 1) 一 F(x) 是 一 个 整数 ; 
(3) 若 Fi,F, 是 了 的 两 个 提升 , 则 
Fi(x+1)— F(x)= F(rt+1)— F(z). 
此 引 理 作为 习题 留 给 读者 自己 证 明 ( 习 题 72). 
由 引 理 2. 1 知 ,对 给 定 的 : 5S'>S', 整 数 F(r 十 1) 一 F(z) 不 
依赖 于 xz, 也 不 依赖 于 下 , 它 只 与 / 有关, 因此 可 以 给 出 : 
定义 3 设 f: S'S'! 连续 ,F 是 f 的 一 个 提升 , 则 整数 
F(z 十 1) 一 F(z) 称 为 映射 了 的 映射 度 , 记 为 deg(. 亡 . 
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映射 度 有 以 下 性 质 : 

引 理 2.2 设 f,g :5S'>5' 连续 ,F,G 分 别 是 fg 的 提升 , 则 

(1)G。F 是 g。f 的 提升 : 

(2) deg(g ° /)=deg(g) * deg(f); 

(3) 车 /: S'S! 是 恒 同 映射 , 则 deg(/)=1; 

(4) 车: S'>S' 是 同 凸 映射 , 则 deg (万 等 于 十 1 或 一 1; 

(5) 车 /: SS 是 圆周 映射 , 则 deg (六 一 十 1. 

此 引 理 也 作为 习题 留 给 读者 自 证 (习题 73 一 77). 

由 引 理 2. 2 易 证 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.3 设 f:5S'>5! 是 同 有 是 , 己 是 了 的 提升 , 则 已 是 民 ' 
一 有 :的 同 胚 ,因而 有 -存在 , 且 居 :是 广 : 的 提升 (习题 78). 

设 f: S'S' 是 圆周 映射 ,F 是 f 的 提升 .车 f 把 S' 上 一 点 
zo 映 为 z1 二 f(zo), 设 zo 是 映射 z+ 的 zo 的 原 像 : zo 二 x (zo) ,TI 
是 z 的 原 像 , 则 

Zi 一 A121) = A !o f(z0) = A eo fo X(T0) = Fro). 
而 弧 2 所 对 应 的 圆心 角 可 用 zi 一 ze 来 度量 ,例如 可 验证 , 当 x 
一 zo 二 1/2 时 ,Zi21 所 对 的 转角 为 180"; 当 xz 一 zo 二 1 时 , zi 恰好 
从 zo 起 旋转 了 一 周 , 故 转角 为 360". 现 考虑 了 作用 于 zo 共 为 n 次 
的 平均 转角 : 

二 > )(FP'(zo) — F(z0)) 一 


由 此 就 引出 圆周 映射 的 旋转 数 概念 . 
定义 4 设 f:5S' 一 5S! 是 连续 映射 ,下 是 了 的 任 一 提升 ,zE 
R', 若 极限 


F(z0) 一 Zo 


n 


存在 , 则 称 此 极限 为 提升 在 zx 点 的 旋转 数 , 记 为 p(F,z). 
如 果 只 要 求 f 是 连续 的 ,那么 上 述 极限 不 一 定 存 在 ;即使 存 
在 ,也 与 x 有 关 ( 习 题 79 和 习题 80). 但 是 对 于 deg (了) 二 1 的 映 
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射 ,特别 是 对 于 圆周 映射 ,旋转 数 必定 存在 且 不 依赖 于 z. 为 此 首 
引 理 2.4 若 对 S'>5S! 的 连续 映射 有 deg(/)==1, 而 是 
/的 提升 , 则 F"(x) 一 x 是 周期 为 1 的 周期 函数 (习题 81). 
由 此 引 理 得 出 : 

引 理 2.5 车 S'S' 的 连续 映射 /有 deg(f)=1.F 是 了 的 
提升 ,对 某 一 roy2(F,zo) 存 在 . 则 对 任意 zER',oCP.z) 存 在 , 且 
pF ,x) = p(F ,zo). 

证 明 分 两 步 证 明 .第 一 步 先 证 |z 一 zo| 达 1 的 情况 . 这 时 不 
妨 设 zx 二 zo 十 1. 由 于 deg(/)==1, 故 F(z) 单调 递增 ,因而 
"(z+) 也 递增 . 故 
Fn"(ro) F(T) Fn 1)=F"(zo) 二 1 ( 引 理 2.4). 
从 而 有 
F(T0) — rm—1<F(r)—r<F(r)— rot 1, 


或 
F"(xo) 二 和 远 人 一 工 一 F" (zo) = To 十 1 
在 上 面 的 不 等 式 组 中 令 "一 co 即 得 


plF ,xo) < pF,r) < pF ,ro). 

从 而 对 任意 满足 lz 一 zl|<<1 的 z,oCF,z) 存 在 , 且 就 等 于 
plF ,ro). 

第 二 步 ,对 任意 z 丰 zo, 只 要 在 ze 和 < 中 插入 足够 多 的 点 ri， 
… ,7T，， 使 |z, 一 zi41| 达 1, 再 应 用 第 一 步 的 结论 就 有 

pF ,ro) = Pp(F,T1) = = p(F,x,) = p(F ,7z). 

于 是 引 理 得 证 . 

引 理 2.5 说 明 , 对 deg(f)==1 的 映射 ,只 要 pL(F ,zr) 存 在 ,旋转 
数 就 与 + 无关 . 因此 ,对 deg(f)=1 的 映射 ,旋转 数 如 果 存 在 ,就 
可 以 把 它 记 为 p(F). 

下 面 考虑 不 同 的 提升 的 旋转 数 之 间 的 关系 ,我 们 有 
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引 理 2.6 没 S'>5' 的 连续 映射 /有 deg(/)=1,F 和 Fi 是 
/的 两 个 提升 ,m 是 一 个 整数 . 则 若 p(F) 存 在 ,p(F1) 与 pLF") 就 
存在 , 且 

(1) p(F1) 一 p(F) 是 一 个 整数 (习题 82); 

(2) p(F")==mp(F) (习题 82). 

根据 此 引 理 可 知 ,对 于 deg (f)=1 的 映射 的 任意 两 个 提升 
Fi,F, 必 有 

Pp(F) = p(F) (mod 1). (2.3) 
即 2CP,) 与 CC) 的 小 数 部 分 相等 . 此 小 数 部 分 与 + 和 下 都 无 关 ， 
只 与 映射 有 关 . 因此 可 定义 f 的 旋转 数 如 下 : 

定义 5 设 / 是 使 deg( 有 =1 的 5S'>5' 的 连续 映射 ,是 / 
的 任 一 提升 , 则 称 pCF) 的 小 数 部 分 {p(F)} 为 的 旋转 数 , 记 为 
ef). 

可 以 证 明 ,p() 是 拓扑 共 示 下 的 不 变量 , 即 有 

引 理 2.7 设 f/,g,h 都 是 S' 一 S' 的 连续 映射 deg(f)=deg 
(g) 二 1,h 是 保定 向 同 胚 ,使 /,g 拓扑 共 示 , 即 

h° f=g°h, 
则 pC)=p(g) (习题 83). 

下 面 证 明 本 节 的 主要 结果 . 

定理 2.1 设 f 是 S'>5' 的 圆周 映射 , 则 pC(7) 必 定 存在 .此 
外 , 当 且 仅 当 pC 了 ) 是 有 理 数 时 ,f 有 周期 点 存在 . 

证 明 设 政 是 了 的 任 一 个 提升 ,只 要 对 下 证 明 上 述 结论 即 
可 . 首先 ,证 若 / 有 周期 点 存在 , 则 p(F) 存 在 , 且 必 是 有 理 数 . 设 存 
在 0, 使 

f°"(0) =0, x(7r)=0. 
则 由 zx。F(z)==f。x(zr) 易 证 
Fr。F"(7r) 一 户 。r(Cz) = x(z). 
故 F"(Czr) 一 xz 十 &,& 是 -- 个 整数 ,于 是 F(x) 二 + 十 qk， 由 此 得 
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和 (2.4) 
= qm v= (1 mm m 
对 任意 遇 数 令 4=[ 世 |]. 则 qm ng+Dm. 令 
m>r=n— gm 0. 


由 于 r(x) 一 + 是 连续 周期 函数 ,因此 存在 常数 M 二 0, 使 得 对 一 
切 yER' 及 0<r<m 有 |F"(y) 一 y1<M, 由 此 得 出 
PEG) = Rr) [FY G7)) Fm Cr))| MM 


天 n n 
在 上 面 的 不 等 式 中 令 n->oo, 即 得 
i 


qm+r ey lim 
第 二 步 ,对 了 没有 周期 点 的 情况 证 明 p(F) 存 在 . 这 时 若 夺 
0, 则 FF"(x) 一 zx 不 可 能 是 整数 , 故 存在 k,, 使 得 对 任意 xER! 有 
如 < ECr) mr ++il. 
将 zx 一 0,F"(0),F2(0) ,Fo 5 (0) 代 入 上 式 得 
如 < Fr"(O) < 人 十 1， 
k, < F2(0) 一 F"(0) << 刀 十 1， 


p(F) = lim Cd 
qe qm 


mm 


Ek < P00 = FF" -0) + 1 
将 上 面 的 不 等 式 相 加 再 除 以 mn, 即 得 
k, < PF"(0) < 和 十 1 
n mn n 
用 去 除 上 面 各 不 等 式 中 的 第 一 个 不 等 式 , 得 
k, 一 F"(0) _& 十 1 
n 入 


由 上 面 两 个 不 等 式 得 出 
F™O) _ FO)|_1l 


mn nn nn. 


< 


将 以 与 互 换 并 重复 上 面 的 证 明 , 即 得 
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F™(0) _ 0) 


工 . 
nm 772 


| ~ 
由 此 得 不 等 式 
(2-2<T+i 


0 


即 是 Cauchy 序列 ,因此 p(F) 存 在 . 


最 后 证 明 , 若 p(F) 是 有 理 数 全, 则 了 必 有 周期 点 , 实际 上 ,我 
们 可 证 f 必 有 m 个 周期 点 , 即 /” 必 有 不 动 点 . 假若 不 然 , 则 
F"(z) 一 + 对 任意 不 可 能 是 整数 ,从 而 有 整数 &,,, 使 得 对 任意 + 
有 

二 
由 于 F"(z) 一 是 以 1 为 周期 的 连续 函数 , 故 存在 ,8 ,使 
如 <a 过 Fr) 一 zx 生 8 一 局 十 1. 
将 z=0,F"(0)，…Fe 5"(0) 代 入 上 面 的 不 等 式 , 然 后 将 所 得 诸 
不 等 式 相 加 ,再 除 以 ”得 
本 CEF")"(0) < 8. 
n 


在 上 式 中 令 n->oo 即 得 
As<a 和 po(F) 入 6<< 人 十 1. 

但 是 另 一 方面 ,由 引 理 2.6 的 (2) 知 ,p(F") 一 mp(P) 一 上 是 一 个 整 
数 ,这 与 如 <p(CF")<< 如 十 1 了 矛盾 .由 此 说 明了 必 有 周期 点 ,定理 

当 p(F) 是 无 理 数 时 ,可 以 证 明 , 圆 周 映射 太 的 轨道 都 是 饥 历 
的 . 而 当 poCP,z) 依 赖 于 工时 ,SI-~~'S: 的 连续 映射 将 有 更 复杂 的 动 
力学 行为 . 由 于 这 些 内 容 已 超出 本 书 的 范围 , 故 不 再 详 述 . 总 之 ,由 
定理 2.1 和 以 上 说 明 可 知 ,旋转 数 是 刻画 圆周 映射 动力 学 行为 的 
很 重要 的 拓扑 共 轿 不 变量 . 

下 面 用 以 上 关于 圆周 映射 的 结果 讨论 环 面 上 的 二 维系 统 
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(1.1), 我 们 有 

定理 2.2 设 在 系统 (1.1) 中 6.@8 连续 ,具有 周期 1. 对 所 有 
19 有 (yp,0) 志 0: 又 对 每 个 初 值 9.0, 系 统 (1.1) 有 唯一 解 . 则 对 每 
个 初 值 (0,6) ,系统 (1. 1) 确 定 了 唯一 的 定义 在 一 cc<9 去 十 cc 上 
的 函数 0=0(4p.6), 且 极限 

于 lim et 

存在 并 不 依赖 于 $4. 当 p 是 有 理 数 时 ,系统 (1. 1) 在 环 面 上 的 每 条 
轨道 或 者 是 闭 曲线 或 者 趋 于 闭 曲 线 . 反之 , 若 系统 (1. 1) 在 环 面 上 


有 闭 曲线 , 则 p 是 有 理 数 . 
证 明 由 有 (9,9) 关 0 知 系统 (1.1) 等 价 于 系统 
d0 8,0) _ 
1 Bgt 4(9,0)， (2.5) 


其 中 4(9,9) 对 9.9 连续 , 且 对 9,9 具有 周期 1. 因为 4(9,9) 有 解 ， 
故 系统 (2. 5) 对 每 个 初 值 (0.8) ,确定 了 解 0= 0(9,6). 考虑 系统 
(2.5) 的 Poincare 映射 
Pp!' : (0,€) > (1,0(1,6)) = (0,0(1,6)), 

则 p' 是 一 个 5'>5! 的 保定 向 同 胚 映射 , 即 圆周 映射 . 令 

ri(r) = cosy 十 isinz. 
则 FC(r)=0(1,7) 是 p! 在 x 下 的 一 个 提升 ， 

Fi(x) =F °F(r)= 00,F(r)) = 0(1,0(1,7)) = 0(2,7), 

F(xr) = 0(n,7). 
因此 由 定理 2. 1 知 ,极限 

lim OD = lim OD 

n n 


存在 且 不 依赖 于 .x. 由 9(y,x) 对 9 的 单调 性 知 ,极限 


存在 且 不 依赖 于 ,而 且 当 且 仅 当 。 是 有 理 数 时 ,系统 (1. 1) 在 环 
面 上 有 周期 轨道 T. 对 于 环 面 T* 上 的 非 周 期 轨道 7Y.T*\TT 拓扑 等 
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价 于 个 环 域 0,T"\T 上 的 微分 方程 等 价 于 2 上 的 平面 微分 方 
程 . 由 于 系统 (1. 1) 没 有 奇 点 ,从 环 域 定理 即 得 7 趋 于 闭 曲 线 芽 . 定 
理 证 完 . 

附注 由 于 系统 (1.1) 是 自治 系统 ,因而 其 方程 右 端 可 认为 对 
:也 是 周期 的 . 因此 仿照 定理 2. 2 可 证 ,极限 

ps lim 9 我 一 关公 lim Co 

都 存在 , 且 p=pip. 

对 于 一 般 的 三 维 以 上 的 环 面 系统 , 轨 线 已 不 一 定 是 R! 的 同 胚 
像 ,因此 不 能 仿照 定理 2. 2 的 证 明 以 得 出 类 似 的 结果 . 但 是 对 于 有 
些 特殊 的 系统 , 仍 有 可 能 得 出 类 似 结果 ,下 一 节 将 研究 一 个 这 样 的 
系统 . 在 此 之 前 ,首先 推广 旋转 数 的 概念 并 给 出 一 个 对 于 锁 相 的 应 
用 . 


定义 6 若 对 系统 (1. 3) 的 每 一 个 解 B(t,90)= (Bi(t,8)， 
,B,(t,8o))T'， 其 个 极限 


p= img (i<n) 


to 


都 存在 , 且 不 依赖 于 初 值 8。, 则 称 向 量 
pm TP pa ps) 


为 系统 (1. 3) 的 旋转 向 量 ,其 中 Ti. 是 系统 (1. 3) 的 右 端 函数 
了 (8B) 关 于 所 有 变量 ,,… ,9, 的 周期 . 

下 面 的 定理 给 出 了 , 当 旋转 向 量 存在 时 ,两 个 第 二 类 周期 解 互 
相 锁 相 的 充分 必要 条 件 . 

定理 2.3 设 对 于 系统 (1. 3) ,旋转 向 量 p 存在 , 则 (7T,,p,) 型 
第 二 类 周期 解 B07) 与 (7T。,p;) 型 第 二 类 周期 解 互相 锁 相 的 充分 必 
要 条 件 是 : 向 量 p,p1,p: 都 平行 于 向 量 E,, 其 中 E, 是 分 量 都 是 1 
的 向 量 . 

证 明 设 B() 是 系统 (1.3) 的 (T,p) 型 第 二 类 周期 解 , 则 由 
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BU+T)= BU) + Ep. 
(不 妨 设 系 统 (1.3) 的 右 端 函数 /(@) 对 p11,…,9, 都 具有 周期 1. ) 
设 

t=gT+r, 0<r<T. 
因此 g(r) 有 界 , 而 


. @() .DD,(gT i++7) . BD(r)+gp, p 
4 lim 1 lim gT+r lim gT+r 4 
由 此 得 出 
过 二 
P= TP: (2.6) 


先 证 必要 性 . 若 @,(1) ,8B,(4) 锁 相 , 由 定义 即 得 出 
Pi=abk, p= abk, 且 交 

而 由 式 (2. 6) 即 得 出 o 平行 于 向 量 Ei. 
再 证 充分 性 . 若 p1,p2,p 都 平行 于 向 量 已, 则 由 式 (2. 6) 得 出 


pi,pz 都 平行 于 已. 因此 
Pi=ak, 思 一 az 已 


人 一 用 . 


再 由 式 (2. 6) 又 得 
1 a 42 1 
2 一 示 包 一 TE = TF! = Zp 


即 得 


因此 @(4) ,8B,(1) 互 相 锁 相 . 定理 证 完 . 

最 后 ,我 们 定义 水 平 曲线 的 概念 . 

定义 7 R" 中 的 一 条 曲线 !: B= 二 HG(s)= (hi(s) 如 (Cs))T 
称 为 (ec,6) 型 的 水 平 曲 线 , 若 证 (*),…, 加 (3) 是 连续 的 , 且 存 在 向 


其 a,8, 使 得 
hi(s) = 5» 


a [his1) — hils)] Shirls) — hirilss) < BiLhiCsi) — hiCss)] 
(人 三 1 2 一 1)， 
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其 中 ww ,8 分别 是 ”一 1 维 向 量 c,8 的 分 量 . 
车 还 有 有 (5s 十 2z)== 甩 (5) 十 2x，j 二 2,…,n, 则 称 / 为 一 条 限 
制 水 平 曲线 . 


$3 偶合 振子 系 
近年 来 ,许多 研究 者 对 各 种 类 型 的 偶合 振动 的 动力 学 一 直 很 
有 兴趣 ,这 种 系统 可 用 于 描述 例如 Josephson 结 阵 等 方面 的 真实 
物理 现象 . 下 面 我 们 就 来 考虑 退化 的 Josephson 结 (Josephson- 
Janction) 动 力学 方程 ,简称 J-J 方程 : 
p=—singt+K(9,—9)+1, 
$=—sing,+K (9,—29,+9,), 
ce ey 
p=—sing;t+K (9 —29;+ pit), 
,=—sing,+K(g, 1—9,), 
其 中 中 (1] 委 jj 迄 四 是 第 7 个 振子 的 相 角 ,7 之 0, 开 之 Ko, 天 。 是 适当 
的 常数 . 系统 (3. 1) 描 述 了 Josephson 结 的 动力 学 行为 , 它 也 可 由 
一 个 Neuman 边 值 问题 作 差 分 而 得 到 . 在 实际 应 用 中 ,一 般 ns 
1800. 下 面 将 证 明 系 统 (3. 1) 的 极限 集 为 一 条 维 环 面 T" 上 的 一 
维 闭 曲 线 ,因此 系统 的 动力 学 将 可 归结 为 一 个 一 维 映 射 , 这 就 解释 
了 为 什么 物理 学 家 恰好 使 用 圆周 映射 来 描述 Josephson 结 . 我 们 
还 将 证 明 关于 极限 环 的 存在 性 、 唯 一 性 和 全 局 稳定 的 结果 . 证 明 的 
核心 包括 旋转 数 的 应 用 , 变 分 方程 的 技巧 与 水 平 曲线 的 引入 . 
为 简便 起 见 , 把 系统 (3. 1) 写 成 向 量 形式 
$= FCG) 一 KMG, (3.2) 
其 中 
B= (OPop920T 
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F(®) = (一 sinp + 1, 一 sinp,, .一 sinp,)TI， 
a 
= 2 1 0 


0 2 一 1 
一 1 1 
由 于 系统 (3.2) 有 含 的 项 存在 , 故 实际 上 对 每 个 变量 w 并 
不 是 周期 的 . 但 是 如 果 把 式 (3. 2) 右 端的 向 基 场 看 成 是 多 值 的 ,就 
可 把 式 (3.2) 看 成 是 T" 上 的 动力 系统 . (因此 ,按照 看 法 的 不 同 , 系 
统 (3.2) 的 相 空 间 可 取 为 R". 或 者 柱 面 5S'X R"…' ,或 者 环 面 T". ) 


1. 相位 差 的 有 界 性 和 不 变 集 的 存在 性 


在 这 一 小 节 和 下 一 小 节 中 皆 设 KK 之 1. 
显然 ,存在 正 交 矩 阵 了 ==(p,) ,使 PTMP 是 对 角 阵 ， 


0 

P'MP=D= 六 . 人 

入 
其 中 p= 于; 而 为 4sin | | ,7 一 1,2，…， 变量 蔡 换 

n 
$=Py 或 WV=P'S (3.3) 
把 系统 (3. 2) 变 为 

艺 = GY¥) — KDY, (3.4) 


其 中 
pul— Dpnsing; 
i=] 


Com = PrFlo) | Per 一 疡 prsing|， (3.5) 


purl — > pusing, 
i=1 
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| a 
p= 二 和 pep (3.6) 


显然 ,G(E) 对 内 是 2 Vn 周期 的 . 因此 系统 (3.4) 的 相 空 间 是 
一 个 柱 面 S'XR"'. 此 外 ,G( 亚 ) 是 有 界 的 ,因此 对 2 二 jn 存在 常 
数 4 之 0, 使 得 当 册 Aj/K% 时 克 之 0; 而 当 册 二 一 A/KN 时 ， 几 
>0. 由 此 得 出 对 任意 殉 ,€ R", 存 在 一 个 7T, 二 0, 使 得 对 所 有 1 之 
T. 系统 (3.4) 的 初 值 为 炙 (0) 二 ,的 解 亚 (2) 满足 
BAOIES WS 
由 于 MB=PDY, 因 此 9 一 piG=1,2, ,一 1) 是 加 ,办 的 
线性 组 合 . 故 又 存在 常数 B,>0(=1,2,…, 一 1), 使 得 对 任意 @$。 
ER ,存在 一 个 T:>0, 当 >T: 时 方程 (3. 1) 的 初 值 为 (0) 一 加 
的 解 满足 
PC) 一 Pi SB (=1,2,.,n— 1). 

设 

S= {8ER|I|9— pnl<B,i=1,2,,n— 1}, 

(3.7) 

则 有 

引 理 3.1 对 任意 @,E R", 存 在 了 >0, 使 得 系统 (3.1) 的 初 值 
为 $B(0)=@ 的 解 对 所 有 t 宇 T 满足 BG)ES. 此 外 , 若 BE5S, 则 
对 任意 1 宇 0 有 ,@(1)E 5S. 因此 S 在 正 半 流 的 作用 下 是 不 变 集 . 


2. 全 局 吸引 子 和 不 变 流 形 的 存在 性 


为 了 证 明 系统 (3. 1) 的 全 局 吸引 子 和 不 变 流 形 的 存在 性 ,我 们 
首先 考虑 Poincare 映射 的 性 质 . 下 面 将 看 到 对 每 个 时 间 -映射 
已, 都 存在 一 条 S 中 的 不 变 曲线 . 

设 


1 . 1 
0 


8=30o 一 1)，B=30 一 1 一 站 十 4, 7 一 2 一 1; 
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又 a= (wa).8= (8). 考虑 (a.B) 型 的 水 平 曲线 , 则 有 
引 理 3.2 对 任意 / 宇 0, 系 统 (3.1) 的 Poincare 映射 把 光滑 的 
水 平 曲线 变 为 光滑 的 水 平 曲线 . 
证 明 设 /: 8=H(s) 是 一 条 光滑 水 平 曲 线 ,BG4,s) 是 方程 
(3.1) 的 初 值 为 @(0,.s) = 五 (s) 的 解 . 设 7 C0)= (rr,(2))T 
表示 B(4,s) 对 :的 导向 盟 , 则 (7) 满 足 变 分 方程 


r= (DF(G0)) — KM)r (3. 8) 
及 初 条 件 
(0) = (C1,h(8) hCGs))T (3.9) 
其 中 
一 cOSY ] 
一 cos: | 
DF(®) = . (3.10) 
一 COsS9P, 


为 证 明 此 引 理 ,只 要 对 1 宇 0 和 i=1,2,…,n 一 1 验证 -C1) 的 分 量 满 
足 不 等 式 


ar(t) Srinlt) < Birilt) (3.11) 
即 可 . 设 
5={r€ER'|ar SrneBr,r>0,i=1,2,,n— 1). 
(3. 12) 


而 马 表 示 了 在 ri-rit 平 面 上 的 
投影 . 显然 "(0)E€ 3, 因此 我 们 只 
需 说 明 , 对 任意 ro€E 3, 方程 (3. 8) 
的 通过 mr。 的 流 在 x-rits 平 面 上 的 
投影 位 于 马 的 内 部 即 可 . 这 等 价 
于 说 明 在 马 的 边界 上 ,方程 
(3. 8) 的 流 在 ri-rii! 平 面 上 投影 的 
方向 是 指向 马 内 部 (图 13. 5). 图 13.5 马 及 其 边界 
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Br ,有 arrin<Bri( 对 所 有 jXirj>0) 
时 ,由 方程 (3. 8) .我 们 有 不 等 式 


(K(B' 一 1) — Dr, 7 一 1， 
i 3.13 
x(a) 1], i>1 i 
bi-i 
于 
[K+B 一 引 + 吉 jr 说 
ni . ， 
[有 一 + zi 一 7 一 1 
(3. 14) 
由 此 容易 验证 ， 


六 之 0 及 a = <. 
因此 ,方程 (3. 8) 的 流 在 x,-ri1 平 面 上 的 投影 在 5 的 边界 x, == 
Br 上 是 指向 5 内 部 的 . 类 似 地 ,可 证 明 方 程 (3. 8) 的 流 在 ri-rit1 
平面 上 的 投影 在 5 的 边界 71 二 ar; 上 也 是 指向 马 内 部 的 . 引 理 
3.2 证 完 . 
用 证 明 引 理 3.2 的 方法 还 可 以 证 明 
引 理 3.3 对 6=gc-7 及 满足 不 等 式 
B—e<p, <p, (3.15) 
的 . 当 i=B'n(n>0) 且 wr,<ri 才 Br,( 对 所 有 j1,7;>0) 
时 下 列 不 等 式 成 立 : 
六 >0 及 P<. 
因此 , 当 1 充分 大 时 方程 (3. 8) 的 流 满足 不 等 式 
rini(t) < (PB; 一 eo)ri(t). (3.16) 
由 引 理 3.1 和 引 理 3.2 得 出 
引 理 3.4 对 任意 1 三 0, 系 统 (3.1) 的 Poincare 映射 把 限制 水 
平 曲线 变 为 限制 水 平 曲线 . 
396 


引 理 3.5 对 任意 :之 0, 系 统 (3. 1) 的 Poincare 映射 把 S 中 的 
限制 水 平 曲线 变 为 $ 中 的 限制 水 平 曲线 . 
现在 我 们 证 明 全 局 吸引 子 和 不 变 流 形 的 存在 性 . 
设 
Y= {让 /CS 是 一 条 限制 水 平 曲 线 }. (3.17) 
对 任意 4,LE 2 个 义 Lisls 之 间 的 距离 为 
d(li,42) = 六 ,sup hus) — ha(s)|, (3.18) 


则 2 在 此 距离 下 构成 完备 度量 空间 ;而 Poincare 映射 {P's 之 0) 
构成 ex 上 的 连续 半 群 . 设 


留 = TIcco,zx ] 


是 [o,2x] 连 续 函 数 的 Banach 空间 的 乘积 空间 , 则 多 也 是 一 个 
Banach 空间 . 对 每 个 LE 2 ,定义 
FU) = (hs), ,hs)), s €E [0,2r]. 
记 儿 =F (2V). 可 以 证 明 儿 ,是 多 的 紧 致 吓 子 集 ,而 
FF: >B, 
是 一 个 同 胚 . 对 于 每 个 :1 宇 0, 从 Poincaré 映射 已 可 导出 一 个 映射 
万 :一 多 。P Fl. 

显然 ,{ 户 '|z 之 0} 是 色 , 上 的 连续 半 群 . 因此 由 泛 函 微分 方程 的 理 
论 (例如 可 参见 参考 文献 [24]) ,我 们 有 

定理 3.1 2, 在 半 群 (‘lt 之 0} 下 的 w 极 限 集 w( 色 ,) 是 非 
空 , 紧 致 ,连通 集 , 且 w(,) 吸 引 儿 。. 

(读者 可 将 定理 3. 1 与 第 四 章 $4 中 极限 集 的 性 质 加 以 对 照 ， 
可 以 发 现 ,有 些 性 质 是 相似 的 ,但 定理 3. 1 中 多 了 吸引 性 . ) 由 定理 
3. 1 得 出 ， 

定理 3.2 ,2 在 Poincare 映射 的 半 群 {P'|t 宇 0} 下 的 性 极限 
集 w(2c) 是 非 空 紧 致 .不 变 、 连 通 的 ,并 且 wo(20) 吸 引 2 

定理 3.3 设 .-x={BES| 存 在 1€w(80), 使 BE0), 则 -7 
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是 系统 (3. 的 全 问 虹 引 于 此 外 ,er 又 是 连通 的 . 
折 于 PP' : 多 ,一 多 , 是 同 胚 ,家 ,是 Banach 空间 多 的 紧 致 凸 
子 集 ,因而 由 Schauder 不 动 点 定理 可 得 出 

定理 3.4 对 任何 +>0, 存 在 一 个 Bw 中 的 函数 ,使 Pw==u. 

由 定理 3.4 又 得 出 

定理 3.5 ”对 任何 r>0, 存 在 一 条 限制 水 平 曲线 LE .2 ,使 得 
P=1. 显然 /4E_er. 

定理 3.6 系统 (3. 1) 在 -x 中 存在 不 变 流 形 -4, 且 -4 由 限 
制 水 平 曲线 组 成 . 

证 明 任 取 r>0, 由 定理 3.5 知 ,存在 限制 水 平 曲线 1€ <， 
使 得 P=L. 令 = {P110<t<r), 则 显然 -HL 是 一 个 不 变 流 形 ， 
且 由 限制 水 平 曲 线 组 成 . 


3. 系统 的 旋转 数 


在 这 一 小 节 中 我 们 先 证 明 系统 (3. 1) 存 在 平行 于 向 点 . E, 的 旋 
转向 量 pCE, 的 含义 见 定理 3), 因 而 可 定义 旋转 数 了 ,给 而 说 明 系 
统 的 行为 对 V=0 和 V0 是 很 不 同 的 . 当 V=0 时 ,系统 存在 奇 点 
且 任 意 解 是 有 界 的 ;而 当 Vs 0 时 系统 存在 第 二 类 周期 解 , 且 任 意 
两 个 第 二 类 周期 解 是 互相 锁 相 的 . 

定理 3.7 系统 (3. 1) 不 存在 第 一 类 周期 解 . 

证 明 实际 上 ， 系统 (3. 1) 存 在 Liapunov 函数 


L(G) 一 分 和 有 一 94+0 一 cosy — 1p. (3.19) 
计算 此 函数 沿 系统 (3. 1) 轨 线 的 导数 ， 有 


dL(9) te 2 
i eee bp (2))* < 0. (3. 20) 


假设 系统 (3. 1) 有 周期 了 的 第 一 类 周期 角 B(z), 则 由 式 (3.19) 和 


(3. 20) 及 @(t) 的 周期 性 得 出 
Z(G(T)) <Z(G(0)) 一 工 (G(G)). 
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由 此 所 得 矛盾 便 证 明 系 统 (3. 1) 不 可 能 有 第 一 类 周期 解 . 
定理 3.8 设 对 r>0,LE 红 在 Poincare 映射 P' 下 是 不 变 
的 ,BoE1L,@B(1) 是 系统 (3.1) 的 初 值 为 $8(0)==@ 的 解 . 则 对 i=1， 


2,… ,ns 极 限 lim2 ee 存在 且 不 依赖 于 6,, 并 彼此 相等 
证 明 设 / 的 参数 表示 为 B== 吾 (s) ,定义 f(s) 二 gi;(r,s), 其 
中 @B(z,s) 是 系统 (3.1) 的 初 条 件 为 @(0) 二 有 H(s) 的 解 . 则 当 < 
时 ,有 f(s5)<fi(s2) 且 fi(s+27)=f(s) 二 2x, 即 万 是 一 个 9 -51 
的 保定 向 同 胚 .因此 ,由 定理 2. 1 知 ,yi(nr)/nr 收敛 ,从 而 极限 
lim2 =p, 


~ 1 


存在 .由 引 理 3. 1 知 ， 
IPPC) 一 Vs) SB G 一 1,2, 一 1). 
因此 oa 一 pe 一 … 一 Oo- 
定理 3.9 对 系统 (3.1) 的 任意 解 B() ,极限 


pb = lim 9, p: = lim 2, 


to 二 ec 


存在 且 彼 此 相等 ,并 不 依赖 于 初 值 . 因此 p,,…,p, 是 系统 的 不 变 
量 . 

证 明 由 引 理 3.1, 可 设 (0)==@。E5; 设 对 某 个 rt 二 0,1 是 S 
中 的 限制 水 平 曲线 ,P=L. 对 BoE 5, 我 们 可 选 8。 和 B2 E17 满足 
gun<ypan<ph 及 $i = 8 + 2rpE, 

其 中 p 是 某 个 整数 ,使 得 存在 一 条 水 平 曲线 [CS 通过 Bo ,2 和 
gt, 且 若 BE1, 则 十 2xpE1EL. 设 @-(t) 和 $+ (1) 分 别 是 系统 
(3.1) 的 满足 初 条 件 8- (0)=B; 和 @+(0)=@ 的 解 ,那么 显然 
对 所 有 :之 0 有 


1 我 人) 
4 lim i 


p70) Zp) Te). 

由 定理 11 已 知 
一 十 
a 人 及 < p91 (t) 


i 


lim 


io 
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存在 且 相 等 .因此 p, 一 lim 名 


知 


存在 , 且 wj 一 cu. 再 由 引 理 3. 1 即 


P=p = = p= pn 
且 不 依赖 于 初 值 . 
由 定理 3. 8 和 定理 3. 9 可 知 系统 (3. 1) 的 旋转 向 量 p 平行 于 


向 量 5, 实际 上 ,p 一 僵 E,. 因此 此 不 变量 只 含有 一 个 数值 不 变量 ， 


于 是 可 用 旋转 数 了 一 去 wm 来 代替 它 . 

前 一 小 节 已 证 对 每 个 r*>0, 存 在 一 条 限制 水 平 曲线 LE 和 ,使 

P=1. 

而 定理 3. 8 的 证 明 中 已 表明 ,P" 可 导出 一 个 圆周 映射 . 

当 V=0 时 存在 一 个 点 8,E17, 使 得 @(r) 二 8B。, 其 中 $B() 是 系 
统 (3.1) 的 满足 初 条 件 8(0) = 的 解 . 由 于 系统 (3. 1) 没 有 第 一 
类 周期 解 , 故 $B。 只 能 是 奇 点 .反之 , 若 系统 (3. 1) 有 奇 点 , 则 显然 
V=0. 此 外 ,车 (1) 是 系统 (3.1) 的 初 值 为 $8(0)=% 的 解 , 可 设 
E55, 而 定理 3.9 证 明 中 的 8， 和 Bs 都 是 奇 点 ,由 此 易于 看 出 
多 (1) 是 有 界 的 . 

另 一 方面 , 若 Vs 0, 则 设 r=T=1/V ,就 必定 存在 一 个 点 @。 
E14, 使 得 

GB(T) = Go 十 2xE，( 见 参考 文献 [25]). 

因此 系统 (3.1) 至 少 有 一 个 (T,E,) 型 的 第 二 类 周期 解 . 反之 , 若 系 
统 (3. 1) 存 在 任何 第 二 类 周期 解 , 则 Vs 0. 设 wm (和 8:(t) 分 别 是 
(T,aiE1) 型 和 (Ts,azE) 型 的 第 二 类 周期 解 , 则 由 于 系统 (3. 1) 的 
旋转 向 量 p 平 行 于 E,, 故 由 定理 2.3,81(1) 和 $B,(t) 是 互相 锁 相 
的 . 综 上 所 述 ,我 们 得 出 以 下 定理 : 

定理 3. 10 ”下 列 命题 等 价 : 

(1) 系统 (3. 1) 的 旋转 数 了 =0; 

(2) 系统 (3. 1) 有 奇 点 ; 
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(3) 系统 (3. 1) 的 任意 解 是 有 界 的 . 

定理 3. 11 当 且 仅 当 系统 (3. 1) 的 旋转 数 了 闪 0 时 ,系统 (3. 
1) 有 (T,E,) 型 的 第 二 类 周期 解 ,其 中 T=1/V. 此 外 ,系统 (3.1) 的 
任意 两 个 (T,aE,) 型 的 第 二 类 周期 解 是 互相 锁 相 的 . 

由 定理 3. 10 和 定理 3. 11 得 出 ,系统 (3. 1) 不 可 能 同时 存在 奇 
点 和 第 二 类 周期 解 . 


4. 不 变 流 形 的 唯一 性 


在 2. 小 节 中 我 们 已 经 证 明 , 对 每 个 r*>0, 存 在 一 条 限制 水 平 
曲线 LE 2X ,使 得 


Pl=1. 
为 了 说 明 /是 系统 (3.1) 的 不 变 曲线 ,我 们 分 V0 和 V=0 两 种 
情况 讨论 . 
1) V0 的 情况 


在 这 一 小 节 中 假设 V0 及 KK 之 1. 我 们 首先 证 明 Poincare 映 
射 的 不 变 曲 线 实际 上 是 系统 (3. 1) 的 不 变 曲 线 , 即 
定理 3.12 设 1CS 是 一 条 限制 水 平 曲线 且 对 某 个 +>0, 有 
P=L, 则 对 所 有 +:E R! 有 Pil=L. 
证 明 当 V0 时 必 有 一 个 点 BEL ,使 得 
P'® = ® + 2arVE. 
设 
T= (P'@lt € R'). 
我 们 现在 证 /=7. 假设 不 然 , 则 存在 两 个 点 $B, 和 8B, 使 
iNT= {8,8,), 
且 在 lo,e,Uiee, 中 ,/ 和 7 没有 其 他 交点 .现在 若 存 在 点 BEl(@B。 关 
有 和 8B,) ,满足 
P'®, = Bo 十 2rrVE,, 
则 我 们 可 选 一 个 充分 靠近 @, 的 点 本 ,使 得 存在 一 条 通过 Bo。 和 。 
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的 限制 水 平 曲 线 让 .十 (1 一),10 二 :过 1) 是 外 的 位 于 6。 和 

,点 之 间 的 弧 段 (xz ,不 失 一 般 性 可 设 
二 -名 
po 一 Pa 

(Bi 的 含义 见 2. 小 节 ). 对 任意 之 1, P"™lss 是 P"4' 的 一 个 弧 段 . 

由 2. 小节 的 分 析 , 我 们 有 对 任意 x 二 1 及 0 过 5 二 ss 三 1 有 下 式 成 

立 


《3. 21) 


Pe nts51) 一 Pant,ss 


Pinrss) 二 rs <h, (3. 22) 
其 中 (pit,s),… ,y(t,s)) 是 系统 (3. 1) 的 满足 初 条 件 
(0,5)=s Bot (1—s)po (i=1,2,°,n) 
的 解 .但 
Pint,0) = ost 2nrrV, Ps(Cnr,1) = pos 2nrrV, 
pint,0) = po 2nrrV, Vi(nr,1) = Po 十 2nrrV. 
(0:23) 
因此 对 所 有 自然 数 ,由 式 (3. 21) 和 (3. 23) 得 


Pnt,0) 一 ,nr,1) =8p 
pinrt,0) — Pilnr,1) 外 


而 此 式 与 式 (3. 22) 矛 盾 . 该 矛盾 表 
明 , 对 任意 和 Eee (Bo 和 $,)， 
@ 不 是 P' 的 周期 点 .于 是 现在 我 们 
可 假设 ,对 任意 BE Loo,, 当 mco 时 
PrgG 一 2nrrV — ®. 
选 充分 接近 @ 的 点 BE leo, 及 BE 
二 使 得 存在 一 条 通过 Bo。 和 有 的 限制 
图 13.6 限制 水 平 曲线 :和 ZI ”水 平 曲线 1* 且 ,要 比 @B, 更 接近 
(图 13.6), 则 当 n 一 oo 时 有 

P"®, 一 2nnrVE ,> ®, P"®,— 2nrrV = $,. 
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(3. 24) 


这 与 对 任意 自然 数 n,P"iss 是 P"L' 的 一 个 弧 段 相 蔬 盾 . 因此 必 
有 7=4, 亦 即 对 所 有 的 1:€ R', 有 P11=L. 

由 定理 3.6 和 上 面 的 证 明知 . 当 V0 时 ,系统 (3. 1) 的 每 个 
不 变 流 形 都 是 由 -条 第 二 类 周期 解 组 成 的 . 

现在 考虑 不 变 流 形 的 唯一 性 . 

定理 3.13 若 1,1CS 是 系统 (3.1) 的 两 条 使 得 对 所 有 :ER' 
下 面 两 式 : 


Pl=/l, PIl=1 

成 立 的 限制 水 平 曲线 , 则 :一 过 

证 明 当 VX0 时 ,/ 和 i 都 是 (T,E,) 型 的 第 二 类 周期 解 . 取 
BE1,B,E1, 使 得 存在 一 条 通过 go 和, 的 水 平 曲 线 4* 且 

lm = {s+ (os)8I0<s Sl). 
不 失 一 般 性 ,可 设 
os 一 Pee = 局 
Yo Pa 

仿照 定理 3. 12 的 证 明 方 法 可 导出 矛盾 ,这 就 证 明了 必 有 /= 7. 

用 同样 的 方法 可 证 第 二 类 周期 解 是 唯一 的 . 

定理 3.14 当 VY 关 0 时 ,系统 (3.1) 存 在 且 只 存在 一 条 限制 水 
平 曲线 /CS ,使 得 对 所 有 ER: 有 P=1. 此 外 ,! 实际 上 是 一 条 第 
二 类 周期 轨道 , 亦 即 系统 (3. 1) 的 一 条 唯一 的 第 二 类 周期 轨 ./ 是 
(T,E1) 型 的 ,其 周期 T=1/V. 

2)V=0 的 情况 

在 这 一 小 节 中 假设 V=0 及 KK>K。, 其 中 KK。=n*/4. 由 于 nn 之 
2, 故 Ko 之 1. 同时 Ko>1/%. 

引 理 3.6 系统 (3.1) 的 任意 一 个 奇 点 的 不 稳定 流 形 ( 如 果 存 
在 ) 的 维 数 至 多 为 1. 

证 明 设 @ 是 系统 (3.1) 的 奇 点 ,(3.1) 在 这 一 点 的 线性 化 系 
统 是 
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?= (DF(®) 一 KM)r. 
易于 验证 ,当天 之 1/4, 时 ,和 矩阵 DF (8B) 一 KM 至 多 有 一 个 非 负 特 
征 值 , 即 系统 (3.1) 的 任意 奇 点 的 不 稳定 流 形 如 果 存 在 , 则 它 的 维 
数 至 多 为 1. 

像 上 一 小 节 一 样 ,我 们 先 证 Poincare 映射 P' 的 不 变 曲线 1 实 
际 上 是 系统 (3. 1) 的 不 变 曲线 . 

定理 3.15 设 V=0 及 天 二 Ko, 对 某 个 r>0,LCS 是 一 条 使 
得 P=L 的 限制 水 平 曲 线 , 则 对 所 有 ER, 有 P'1=1. 

证 明 因 V=0, 故 由 定理 3. 10 知 ,系统 (3. 1) 必 存在 奇 点 
BEL. 显然, 对 任意 整数 十 2rpEl 
EL 也 是 系统 (3.1) 的 奇 点 . 若 1 上 
的 每 个 点 都 是 系统 的 奇 点 , 则 7 即 
是 系统 (3. 1) 的 不 变 曲线 . 若 不 然 ， 
则 可 设 西 不 是 奇 点 ,而 B1,8B,El 是 
王 两 边 与 它 相 邻 的 奇 点 (图 13. 7). 

全 13.7 此 外 ,还 可 设 当 n 习 一 oo 时 ,P"$ 一 
多 .由 此 得 当 t* 一 co 时 ,P 儿 8, 即 Leo,CW"(@1), 这 里 lee, 表 
示 ! 的 介 于 旬 和 @, 之 间 的 弧 段 ,而 W"(g,) 表 示 多 的 不 稳定 流 
形 .由 引 理 3. 4 知 ,le,e, 恰 是 ,的 不 稳定 流 形 . 由 此 可 知 ,限制 水 
平 曲线 是 由 某 些 奇 点 和 连接 这 些 奇 点 的 不 稳定 流 形 组 成 的 ,这 就 
得 出 /是 系统 (3.1) 的 不 变 曲 线 , 即 对 所 有 +E R', 有 P=l. 

由 定理 3.6 得 : 当 V=0 时 ,系统 (3.1) 的 每 个 不 变 流 形 都 是 
由 某 些 奇 点 和 连接 这 些 奇 点 的 不 稳定 流 形 组 成 的 . 而 且 我 们 也 可 
得 出 这 种 不 变 流 形 的 唯一 性 . 

定理 3.16 设 V=0 及 KK 之 Ko, 若 1 和 7 是 两 条 对 所 有 ER! 
皆 满 足 


Pl=1, 已 7 一 7 


的 限制 水 平 曲线 , 则 一/ 
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证 明 为 了 证 明 唯一 性 只 要 证 明 存 在 一 条 包含 系统 (3. 1) 的 
所 有 奇 点 的 限制 水 平 不 变 曲线 1* , 且 /= 就 够 了 . 
首先 ,我 们 说 明 的 确 存 在 一 条 通过 系统 (3.1) 的 所 有 奇 点 的 限 
制 水 平 曲线 .事实 上 ,此 曲线 可 由 下 述 方程 定义 : 
邮 王 3， 
0 一 一 sinp 十 天 (Ps 一 2) 十 了 
0 一 一 sing: 十 天 (P — 29, 十 93)， 
0=— sing, 十 天 (Po -一 28。 十 Pon+i)， (3. 25) 
0=— singnti 十 天 (yo 一 29 十 Yo+z)， 


0 三 一 sing,-, 十 天 (P-: 一 289. 十 go)， 
一 一 sing, + K(9.-1 一 9)， 
其 中 sER': 是 参数 , m 是 n/2 的 整数 部 分 ( 即 当 是 偶数 时 ,m= 
n/2, 当 n 是 奇数 时 ,m= 二 (n 一 1)/2). 设 


Kili+D 

一天 十 I 

6 = "DD' 对 i = 1 ms 
2 

= 1 


tt y=) » i 6; 要 
由 式 (3. 25) 的 第 二 个 方程 得 


i 一 了 d 
9 = TR = hp) 及 0<%< 守 < 
由 反 函 数 定理 推出 
92: = g2(92), (3. 26) 
dg 1 
且 0< 示 < < gp, i a 


将 式 (3. 26) 代 入 式 (3. 2 
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in 
ps ep: + 29, gi(9:) = hs(gs), 


d9， 
且 0<7.< gp 6b,. 
由 归纳 法 ,我 们 有 gi41 = 二 hi+1C9;) , 且 


0<%< < i lm 


另 一 方面 ,从 式 (3. 25) 的 最 后 一 个 方程 又 得 


ing, d9.— 
gt) 及 0<n< 人 < 


类 似 于 前 面 , 由 隐 函 数 定理 推出 
人 1)， (3. 27) 


及 < < 


由 式 (3. 25) 及 (3. 27) 得 


prs + 2p 1 hp t) = gige1), 


0<n< < 


以 及 归纳 法 有 git1==hjr1(97), 且 


d 
7,< a! < j=m+ln il. 
E 


易于 验证 ,对 i==1,2,…,n 一 1 有 a7,<6;<B, 因 此 式 (3. 25) 定 
义 了 一 条 水 平 曲线 16. 显然 , 包含 了 系统 (3. 1) 的 所 有 奇 点 . 

利用 2. 小 节 中 的 不 动 点 定理 我 
们 得 出 ,存在 一 条 包含 系统 (3. 1) 的 
所 有 奇 点 的 限制 水 平 曲线 1* ,使 得 对 
所 有 iER 有 PL 一 全 

现 证 1=1*. 若 不 然 , 则 可 找 出 7* 
上 的 两 个 相 邻 奇 点 ,使 在 弧 段 /se 上 
没有 (3. 1) 的 其 他 奇 点 (图 13. 8). 


显然 ,@ ,GE 六 .实际 上 ， 
Lee， 站 /ao 一 (G ,$,}. 

不 失 一 般 性 ,可 设 对 任意 BElee,, 当 1 一 2 时 P'B 一 .由 于 外 
的 不 稳定 流 形 的 维 数 至 多 是 1, 故 对 任意 Els。,, 当 1 一 一 oo 时 ， 
P'G 不 可 能 趋 于 Bi. 在 12。. 上 选 一 个 充分 靠近 8 的 点 丁 , 则 当 1 
一 CO 时 ,P'$->; 当 1 十 oo 时 ,P'B -Bo. 再 在 lee, 上 选 一 个 
充分 靠近 @ 的 点 钙 , 则 当 1 一 一 co 时 P'$ 一 B; 当 1 一 十 吕 时 ， 
P'$ 一 g$,. 显然 ,我 们 可 选 西 ,名 ,使 得 存在 一 条 通过 十 和 多 的 限制 
水 平 曲线 7, 且 要 让 人 $ 比 西 更 靠近 名 .但 是 , 当 t1 一 十 oo 时 P'@ 一 
,而 P' 丁 ->,, 这 就 和 P'1o,o, 对 任何 :都 是 限制 水 平 曲线 P'1 
的 一 个 弧 段 矛盾 . 所 得 的 矛盾 便 表 明 :一 全. 

由 此 得 出 

定理 3.17 当 V=0 且 KK 之 Ko 时 ,系统 (3.1) 有 且 仅 有 一 条 
限制 水 平 曲线 /CCS ,使 得 对 所 有 +E R' 有 P=L. 此 外 ,i 是 由 系统 
(3.1) 的 所 有 奇 点 和 连接 这 些 奇 点 的 不 稳定 流 形 组 成 的 . 


5. 不 变 流 形 的 全 局 稳定 性 


在 这 一 小 节 , 我 们 将 证 明 系统 (3. 1) 的 唯一 的 不 变 流 形 是 全 局 
吸引 的 . 

引 理 3.7 若 Y=0, 则 对 系统 (3. 1) 的 任意 轨道 @(t) 有 极限 
,lim 8(t) 存 在 , 且 此 极限 就 是 一 个 奇 点 ， 

证 明 3. 小 节 中 已 证 系统 (3. 1) 有 Liapunov 函数 


1 am、 
L(G) £5) + > cosy， 7T9:， 
=! 5 


dL(9) a 2 和 
dt GD 2250) 全 4 


由 V=0 和 定理 3.10 知 ,B(z) 是 有 界 的 ,因此 工 是 有 界 的 . 从 而 沿 


着 轨 线 $B() ,存在 极限 
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Lo=limL (gD)). 
轨 线 的 -极限 集 w(@B(1)) 是 非 空 , 紧 致 ,连通 的 , 且 充 满 了 系统 的 
整 条 轨 线 . 易于 看 出 ,对 任意 BEw(B(t)) 有 工 ($B) = 二 Lo, 也 就 是 
w(B(1)) 只 含 奇 点 . 由 于 没 着 任何 轨 线 , 工 是 严格 单调 递减 的 并 且 
工 在 R" 中 是 连续 的 ,因此 ,w(@(D)) 只 能 含 一 个 点 . 从 而 lim 9(z) 
存在 且 就 是 一 个 奇 点 . 
引 理 3.7 表明 , 当 V=0 时 ,系统 (3. 1) 的 任意 解 都 收敛 到 一 
个 奇 点 . 而 我 们 又 已 证 系统 的 所 有 奇 点 都 在 不 变 流 形 上 ,因此 当 V 
二 0 时 不 变 流 形 是 全 局 吸引 的 . 
下 面 证 Vs 0 时 不 变 流 形 也 是 全 局 吸引 的 . 
引 理 3.8 设 V0,l 是 系统 (3.1) 的 不 变 水 平 曲线 , 则 对 其 
任意 轨 线 @(z), 当 上 一 十 co 时 有 
dist(®(1) ,1) — 0. 
证 明 设 Q(8)=P'$ 一 2xE, 其 中 T 是 第 二 类 周期 解 的 周 
期 ,T=1/V. 对 任意 B。ER" ,序列 Q"$。 有 界 ,因此 必 存 在 收敛 子 
序列 Q"@, 设 
dm 


现在 我 们 证 BEL. 假设 不 然 , 则 可 取 一 个 @ 的 小 邻 域 U 和 一 个 
充分 大 的 整数 几 , 使 西 =Q"@uEU ,并且 求 出 一 个 点 更 Ez, 使 得 存 
在 一 条 通过 囊 , 有 的 限制 水 平 曲 线 7. 设 

Isv = {s+ (1— )¥I0<s<1} 


是 7 的 在 点 十 和 更 之 间 的 弧 段 . 不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 
pC— 2 
力 一 2 Bi 

同时 取 U 充分 小 ,使 得 对 所 有 BEU 有 下 列 不 等 式 成 立 : 


驳 二 E>p, 一 (3. 28) 
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(& 的 意义 见 引 理 3. 3). 由 于 /是 由 (T,E,) 型 的 第 二 类 周期 解 组 
成 的 , 故 更 是 @ 的 一 个 不 动 点 . 另 一 方面 ,对 所 有 ni; 之 n,Q 
1 和 是 Q "7 的 位 于 Q"@ 和 昌之 间 弧 段 , 故 由 引 理 3. 2 和 定理 
3.7 知 , 当 充分 大 时 

pe — Pz 


和 
其 中 =Q"@. 而 上 式 与 式 (3. 28) 矛 盾 ,因此 BE1. 
综 上 我 们 得 出 下 面 的 定理 : 


定理 3.18 系统 (3.1) 的 唯一 的 不 变 水 平 曲线 是 系统 的 全 局 
吸引 子 . 这 一 吸引 子 为 一 限制 水 平 曲线 , 它 可 以 看 成 是 维 环 面 上 
的 一 条 闭 曲 线 , 亦 即 它 是 一 个 全 局 稳定 的 第 二 类 极限 环 . 

附注 § 3 中 所 研究 的 问题 最 早 见于 1988 年 钱 敏 , 沈 文 仙 和 
张 锦 炎 的 论文 "中 ,该 文中 考虑 了 此 问题 在 一 个 半 自 由 度 的 情形 . 
1990 年 他 们 三 人 在 参考 文献 [27] 中 又 考虑 了 两 个 自由 度 的 情形 ， 
而 在 $ 3 中 则 将 这 一 讨论 推广 到 了 x 维 情形 ( 见 参考 文献 [28]). 
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习 题 


1. 计算 e*, 其 中 4 为 


上 


1 0 0 0 
0 1 2 和 0 0 
1 二 +i 0 1 0 0 0 
0 0 3|,|1 4 ol, 站 
2 1+ |1 0 0 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 


2. 求 R* 中 的 抢 阵 4 与 已 ,使 es 关 e4e2. 
3. 车 矩阵 4: R"~R" 使 子 空间 EE 不 变 ( 对 一 切 zEE, 有 Ax 
EE), 则 e* 也 使 匹 不 变 . 
4. 求 下 列 方程 的 一 般 解 
[二 es ys js 2 = Yr = y, 
y= 2y; 
2 一 一 2z， I=y 十 z， 
| TT—2y, 器 2Z， 
2=y— 2z; 一 0; 


5. 矩阵 4 如 下 , 试 确定 参数 《的 值 ,使 系统 工 一 4z 以 原点 为 


y= 二 +2y; (y= x; 


汇 : 
bt 
| 宇 | 人 | 人 | 1 v.70 
， | 有 

k 2 k 0 1 0 大 
6. 画 出 下 列 各 题 的 相 图 : 

区 一 一 y 十 zx(Cz2 十 y2)sin 有 
(1) 1 

y= (z+y)sin ; 

了 一 7 十 y(z + sn se 二 
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(2) 


(3) 


(1) 


(2) 


=27y, 


y=7 ys; 

一 2y(z 十 y2)， r=2ry, 

nd (| 

y=—7r+ys y=y—z. 
7. 求 出 下 列 系统 的 平衡 点 并 指出 其 类 型 ; 

ey (a>0,6>0). 

y=a(l—z)y—br 

之 一 y， 

(a 过 0,b 二 0). 

?三 一 ay 一 psinr 


(3) 


Fe 2 2) ， 
Or TY), pmo). 
y=—mzt+ay(z’+y’) 


8. 判断 平衡 点 的 类 型 并 画 出 平衡 点 附近 的 相 图 : 


(1) 


(3) 


过 一 一 6?y 十 2xy 一 8， 工 一 一 z 十 e-? 一 1， 
8 《2 二 

y=y x; y=1—e’t?; 

之 一 siny， 而 人 
了 一 z 十 za $=y(x’+y—1). 


9. 讨论 下 列 系统 的 平衡 点 的 稳定 性 : 


(1) 


| 之 一 e 一 ?一 1， 
> 一 一 z(1 一 2). 


10. 证 明 系 统 


人 
3 zr-y /TT 


以 (0,0) 为 中 心 型 稳定 焦点 . 


11. 作 下 列 方程 的 相 图 ,并 从 物理 上 加 以 解释 . 
(1) ¥ +asinr=0; (2) 并 一刀 一 工 . 


12. 讨论 下 列 系统 的 平衡 点 的 稳定 性 : 
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(1) 里 一 ez 过 十 z 一 0; (2) 于 三 (z 一 1)(z2 一 人 ). 
13. 判断 下 列 系统 在 平衡 点 (0,0) 处 的 稳定 性 . 
= 一 y—37’ 二 (1 一 Dzry+y’， 
0 ， 一 z 十 过 一 3zyi 
一 一 ?十 2zy 一 六 ， 
>》 一 xz 十 (1 十 e)z2z 十 2zy 一 y2; 


RN 


(2) | 


a | =—y+drt+lr’+mzryt+ny’, 
?一 Z(1 十 az 十 by)， 
其 中 mm( 十 n) 一 a(6 十 21) 闪 0. 

14. 求 系统 

| =z(z? 十 yy 一 1) (x? 二 yy 一 9) 一 y(z? 十 y: 一 27 一 8)， 
y=y(z+y—1) (r+y—9)+zr(r+y—2r—8) 

的 极限 环 ,并 讨论 稳定 性 . 

15. 求 下 列 系统 的 平衡 点 与 极限 环 , 讨 论 其 稳定 性 ,并 求 极限 
环 的 指数 : 


= 一- 十 xz(27? 十 y 一 1) 
4 (eT » 
5 V 2 


了 = 一 V2z 十 ?(2z2 十 并 一 1); 
=—y+zr( Vz+ty 1)’, 
=z 十 y(Wzz 十 并 一 1)2. 

16. 证 明 下 列 系统 无 闭 轨 : 


=y， 


(1) (2) | 


(2) 1 


工 一 一 (1 一 z)3 十 zy2， 


了 一 1 十 它 一 (1 一 z)24 了 一 ?十 2 
守 一 2zy 十 za， t=， 
3 |; 
>》 一 一 天 十 ?一 大 十 六 >》 一 1 十 z 十 223 
一 + =1—z+y, 
C0 ‘© |: 和 
re y=27y; 
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人 页 工 王 ZTC(y 一 1)， 


了 一 (1 十 z2)y 十 za; 了 一 z 十 ?一 2223 
(9) 人 
>》 = 一 Z 一 2 十字 十 六. 
17. 检验 三 维系 统 
Xi = xs 
上 ss 
z=1— (r+ zi) 
无 平衡 点 ,但 有 闭 轨 . 
18. 系统 
z= P(r,y), 
(= Q(zr,y), 


其 中 P,Q 是 +,y 的 二 次 多 项 式 , 试 证 此 系统 不 可 能 有 三 个 平衡 点 
在 同一 直线 上 ;并 且 系统 的 一 切 闭 轨 必 都 与 某 一 条 直线 相交 . 
19. 判断 下 列 方程 组 是 否 有 极限 环 : 


主 一 一 z 一 ?一 于 二 yzz， i 
(1) 2 
了 一 z 一 ?一 2 一 了 7 


20. 设 了 连续 , 问 在 怎样 的 条 件 下 , 极 坐标 方程 组 


有 极限 环 ? 且 是 稳定 的 不 稳定 的 或 半 稳 定 的 ? 
21. 设 f(z,y) 与 用 ,f! 连续 ,f(0,0) 过 0; 又 当 z? 十 yy 之 名 
时 f(x,y) 之 0. 试 证 方程 
革 十 Fr, 工 ) 工 十 z 一 0 
有 周期 解 z(t) 天 0. 
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22. 设 G 是 单 连 通 区 域 ,B(x,y),F(x,y)EC'(G),B(zr,y) 
二 0, 并 使 
3 9 BF aF 
元 CPB) 十 到 (95) +B Paz+QB, 
在 G 中 不 变 号 且 在 G 的 任意 子 区 域 上 不 恒 为 零 . 试 证 C' 平面 系 
统 


dr d 
T = P(x,y), = Q(r,y) 


在 G 中 无 闭 轨 . 
23, 研究 下 列 系统 的 无 穷 远 点 : 
(六 =2r(1l 十 ZI? 一 2y*)， 工 王 2zy， 
= 一 (1 一 4z?: 十 3y2); 了 一 1 十 ?一 妇 十 2 


24. 研究 下 列 系统 的 全 局 结构 
让 一 1 一 也 一 罗 ， 

a 
?一 zy 一 1; 
=y, 
(2) 
y=—7x—ay—pr—y (a,p>0); 
六 =y(z 十 2) 十 z? 十 一 1， 


(3) 1 。 
?一 一 ZTC(Z 十 2); 


之 一 z(3 一 z 一 y)， 


(4) 1 。 
y=y(7—1). 


25. 证 明 
LD=/ Ber, LD = pSr. 


>0 rao 
26. 设 gp.(p) 是 nn 维 自治 系统 的 周期 解 ,求证 
L.(p) = L.(p) = 7(p), 
其 中 7(p) 三 {9,(p),E (一 00, 十 o0)}. 
27. 设 下 是 n 维 C' 系统 + = 二 f(z) 的 非 空 紧 不 变 集 ; 又 下 是 
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最 小 集 ( 不 包含 非 空 紧 不 变 真子 集 ). 证 明 

(1) 对 任意 PEF,7(p)=F; 

(2) 对 任意 pPEF,L.(p)=L,(p). 

28. R’ 中 的 向 量 x 与 y 称 为 有 关系 zx<y,' 若 它们 的 坐标 满足 
关系 x 二 yli==1,2,3). 设 系统 = 二 f(x) 的 流 p(x7) 有 单调 性 ( 即 
车 a<b 就 有 gi44) 二 gp,(5), 对 一 切 t 宇 0). 又 设 有 界 闭 区 域内 的 正 
半 轨 线 gp,(xo)(t 宇 0) 上 有 点 gi(ro) (7 之 0), 使 zo<<pi(zo), 试 证 
明 : 若 L。(zo) 不 含 平衡 点 , 则 必 为 一 闭 轨 线 ， 

29. 平面 C' 系统 的 任意 闭 轨 与 任意 无 切线 段 最 多 交 于 一 点 . 

30. 证 明 对 平面 C" 系统 ， 

(1) 设 Z.Cp)mx(Cp) 关 名, 则 7Y(p) 为 平衡 点 或 闭 轨 ; 

(2) 设 工 是 常 返点 ( 即 存 在 ,十 吕 使 VCz) 一 z), 则 工 或 是 
平衡 点 或 在 闭 轨 上 . 

31. 设 w(9) 是 平面 C: 系统 的 非 闭 轨 线 ,点 p 不 是 平衡 点 . 若 
PEL,.(g), 则 p& L(g). 

32. 设 平面 C: 系统 的 闭 轨 7=L.(x),r&7, 则 存在 zx 的 开 邻 
域 U, 使 当 yEU 时 L.(y)==7, 从 而 集合 4={y|L.(y)==7} 是 开 
集 . 

33. 设 7 是 外 侧 孤 立 闭 轨 ,证 明 存在 7 的 外 侧 邻 域 V。, 使 得 对 
任意 xzE€EUo,L.(7T)=7. 

34. 设 原 点 是 平面 C: 系统 的 唯一 奇 点 且 稳 定 ,又 系统 无 闭 
轨 , 则 任意 轨 线 当 1 一 一 co 时 必 无 界 . 

35. 设 f,g 是 R* 上 的 C' 向 量 场 ,(f(z),g (x))==0 对 一 切 
x. 若 工 =(z) 有 闭 轨 , 则 工 一 5(z) 有 平衡 点 . 

36. 设 f(z) 是 R* 上 的 C? 向 量 场 ,将 单位 圆周 映 到 单位 圆周 . 
则 了 在 单位 圆 内 或 圆周 上 有 不 动 点 . 

37. 设 及 是 平面 C' 系统 的 第 一 积分 (五 是 R* 上 的 实 值 连续 
函数 , 沿 轨 线 为 常数 ). 若 娓 在 任意 开 集 上 不 为 常数 , 则 系统 无 极 
限 环 . 
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38. 设 p.(7) 是 系统 (x ): 工 =z)CzER) 的 流 . 

(1) 求 出 向 量 函 数 Dy,(zo)h(zxo,h 是 R" 中 常 向 量 ) 所 满足 的 
线性 微分 方程 (可 能 是 非常 系数 的 , 称 之 为 方程 (x ) 对 轨 线 mr(zo) 
的 变 分 方程 ); 问 矩阵 Dy,(xo) 的 初 值 . 

(2) 设 GCR",G 有 有 限 的 体积 ,对 任意 SEG, 定 义 

F(E) = 9p.(§)，+ 任 意 给 定 . 
证 明 ; 集合 F(G)={y|y=F(&), &EG} 的 体积 为 


J ero rpree )ds | d6. 


39. 设 w(z) 是 线性 系统 工 =4z 的 流 , 证 明 : 映射 
9.:R"—R" 

保持 体积 不 变 ( 简 称 流 p,(z) 保 持 体 积 ) 的 充 要 条 件 是 : TrA==0. 

40. 若 R* 中 C 系统 的 流 9.(z) 保 持 面积 , 则 系统 的 闭 轨 不 可 
能 是 极限 环 . 

41. 设 f 是 R 中 的 C! 向 量 场 ,|z|=1,|zx|=2 是 +=f(zx) 
的 闭 轨 , 且 两 个 闭 轨 上 方向 相反 ;又 流 gp.(z) 保 持 面积 . 则 在 区 域 4 
一 {zE 导 11] 委 |z| 委 2} 内 必 有 平衡 点 . 

42. 证 明 方程 苹 十 Tcoszx 十 asint 二 0 在 |z| 过 w 中 无 周期 解 . 

43. 考虑 振动 方程 十 a 十 Btanz 二 0Ca,B>>0) 的 相 图 ,证 明 
平衡 点 (0,0) 在 区 域 一 rz/2<z<x/2, 一 co<< 工 < 十 co 内 是 全 局 稳 


定 的 . 
44. 研究 下 列 两 个 两 物种 的 竞争 方程 
pa EE Ca 0 
y= y(3—27r—y); 3 一 ?2 一 工 一 2) 


的 相 图 ,讨论 一 十 cc 时 ,两 物种 的 存亡 问题 . 
45. 研究 互助 系统 
aii 让 (anyaz < 0; alzyazl > 0). 

y= (aar 十 dzy + ba)y 
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由 Qiz 
1 2 


设 人 = 之 0,，(x(),y(?)) 为 系统 的 解 ， 
a G22 


(1) 若 训 和 0.0 和 0,z(0)>0,vy(0)>0, 证 明 
lim (z(G)，,yGD)) 一 (0,0). 

(2) 若 生 <0,0>>0, 系 统 在 第 一 象限 内 无 平衡 点 ,rz(0) 之 0， 

y(0) 二 0, 证 明 
lim (x(1),y(1)) = (0, — b,/a22). 

(3) 若 系统 在 第 一 象限 内 有 平衡 点 (ro,yo),7(0) 之 0,y(0) 之 

0, 证 明 
lim (z(t),y(0)) = 〈zovyo)， 

46. 证 明 ， 

(1) 若 e%z 是 收缩 流 , 则 ez 是 膨胀 流 . 

(2) ez 是 收缩 流 (或 膨胀 流 ) 的 充 要 条 件 是 对 任意 ER ， 

lim le*z| = co (或 0). 

47. 若 ezrve'z 都 是 收缩 流 ,4B 二 BA. 证 明 ex4+axz 也 是 收 
缩 流 . 

48. 设 t=0 是 nn 维 自治 系统 二 f(z) 的 平衡 点 ， 

(1) 车 原点 的 任意 邻 域 U(6)=={z||z1<6}) 内 都 存在 点 xs, 使 
得 g(xz3) 当 t>0 无 界 , 则 z=0 不 稳定 . 

(2) 若 存在 解 p.(zo) 志 0, 满足 lim gCzo) 二 0, 则 z=0 不 稳 
定 . 

49. 利用 Liapunov 函数 判定 下 列 系统 在 原点 的 稳定 性 : 


于 一 一 3z 十 4 六 一 zy 主 zy', 
(1) 2 1 (2) | > 
Vi ys; y=Ty; 
之 一 工 一 Z， ty 
(3) | (4) 1 1 
a 了 一 一 本 xz 一 到 ?一 27 


a a 
2 2 [= 一 + 一 3y 十 2z 十 yz， 
(5) 1 一 一 了 > 十 3rz?， 交 
之 一 一 2z 十 y 一 = 十 zy。 


| 2 
[= = 3* 2 $ 


50. 求 系统 
全 2z 一 六， 
3 一 一 ?一 妆 
在 (0,0) 处 的 一 个 严格 Liapunov 函数 ,并 且 求 9>0 使 以 (0,0) 为 
心 ,6 为 半径 的 圆 在 (0,0) 的 盆 之 中 . 
51. 系统 之 = 4(O)xr, 其 中 矩阵 4C) 使 (ACGD) 十 4'(Ct))V2 的 特 
征 值 的 实 部 小 于 一 g() Ce(O>0), 又 | gd 发 散 , 则 解 r(z) 
有 lim x(t)=0. 
52. 质点 在 力作 用 下 在 = 轴 上 运动 , 力 只 与 质点 的 位 置 有 关 . 
若 力 总 是 向 着 原点 O, 且 在 原点 处 为 零 , 则 O 是 稳定 的 平衡 点 . 
53. 系统 工 = (xz) 以 天 为 平衡 点 ,Y 是 亏 的 邻 域 Z 内 的 连续 
可 微 函 数 , 若 V(zF)=0, 关 >>0, 当 zEU 一 去 又 有 一 串 royzv 工 
使 VCz,) 之 0, 则 工 不 稳定 . 
54. 证 明 交 一 z 十 2sinz 一 0 的 零 解 不 稳定 . 
55. 设 (0,0) 是 系统 
人 Plzr,y), 
y= Q(z,y) 
的 奇 点 , 若 存在 常数 a,B, 使 得 P 十 6Q>0( 在 除去 原点 的 原点 邻 
域 中 ) , 则 (0,0) 不 稳定 . 
56. 证 明 下 列 系统 的 (0,0) 是 不 稳定 的 : 
文 一 妇 十 办 ， 工 一 ysiny， 
人 了 一 z 十 vi 2 . =xzy+zx?. 
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57. 分 析 下 列 系统 坟 解 的 稳定 性 


T=af(r)— Dz 
(1) 二 
,=—hethf(r) (=1,2,.,n), 


其 中 ao,ai,6bi,4; 皆 是 正常 数 ,fEC',f(0)=0;zr0 时 xzf(x) 之 0. 


= 二 一 gayy 一 Di, 
$=f(7), 
Zi=—Aztbf(r) (=1,2,.,n), 
其 中 参数 与 f(z) 同 (1). 

58. 研究 下 列 含 参数 的 系统 的 相 图 ; 
工 一 一 x 一 2z2 十 4zy， 


(2) 


ly 他 在 原点 附近 (e>0). 
2 一 一 上 一 Zy 十 》 ， 
斌 一 ?一 (一 Miz) (20), 

(2) | 。 
一 一 TXTf 


人 
y=z 二 Ay(z 二 yy )—y(r 二 y)? 
一 一 十 xz 十 好 一 1) (r+y ~—6), 
一 Z 十 yz 十 六 一 1)(z2 十 大 一 人) 

59. 设 p: X->X,Y:Y-Y 都 是 连续 可 逆 的 映射 ,如 果 存 在 
同 胚 h: 久 >Y, 使 得 h4。9g==y。h, 则 称 p,y 是 拓扑 共 堪 的 . 设 
IX) 二 x? 十 c; 证 明 : 车 c 过 1/4, 则 存在 唯一 的 py, 使 p(X) 与 p(x) 
=Apz(1 一 zx) 拓扑 共 斩 . (提示 : 考虑 wz 十 B 形式 的 h(r).) 

60. 设 p(X)=gl1,X) 和 如 (X) 二 y(z,X) 是 两 个 动力 系统 的 
流 (参见 第 四 章 $ 1). 车 对 某 一 固定 的 to, 存在 唯一 的 同 胚 h(X): 
R" 一 R", 使 映射 p(X) : RR" 与 如 (X): R">R" 拓扑 共 生 , 则 
对 任意 +E R',h(X) 使 p(X) 与 多 (XX) 拓扑 共 思 d. (提示 : 考虑 a(X) 
419 


(之 1). 


袜 
(4) | 。 
> 


三 qr 。A。 儿 (X) ,利用 流 的 性 质证 明 xc(X) 也 是 一 个 使 得 mw (CX) 
与 加,(X) 拓 扑 共 罗 的 映射 . ) 

61. 习题 59 中 的 上 如 果 是 C" 微分 同 胚 ,其 中 x 是 正 整 数 且 
r 宇 2, 则 称 g,y 是 C' 共 轿 的 . 设 对 一 切 1€ R', 系 统 (1); 久 = 
F(X) 的 流 9(t,X) 与 系统 (2): 着 二 G(X) 的 流 y(t,X) 是 C' 拓扑 
共 轿 的 , 则 变量 替换 Y=h(X) 将 系统 (1) 变 为 系统 (2). (提示 : 首 
先 将 等 式 

Poh = phX)) = h(i,X)) =hey 
两 边 对 1 求 导 ; 然 后 令 t:=0 证 F(X)= (Dh)-!。G。h(X).) 

62. 设 可 通过 C" 变量 替换 了 =h(X) 把 习题 3 中 的 系统 (1) 变 
为 系统 (2) ,那么 系统 (1) 的 流 P(t,X) 可 通过 六 与 系统 (2) 的 流 
ylz, 多 ) 苍 (此 共 固 为 C"). (提示 : 首先 用 条 件 证 G=Dh。 下 。 
h-!, 然 后 再 验证 z1《t) = 二 h-'。y(lt,X) 和 zz(t) 二 Jt,h-'《(X)) 都 是 
初 值 问题 二 = 下 。A-:CX),z(0) 一 A:(CX) 的 解 .) (我 们 说 流 
gt,X) 可 与 流 yt,X) 拓 扑 共 罗 , 意 即 为 存在 映射 (X) 使 对 任意 上 
ER:, 映 射 p(X) 与 映射 p(X) 拓扑 共 示 . ) 

63. 设 系统 (1) 为 况 二 AX 十 f(X), 其 中 AX 为 线性 项 ,f(X) 
不 含 线性 项 . 又 设 系统 (1) 的 流 P(:,X) 可 通过 映射 A(X) 与 系统 
(2) 久 =G(X) 的 流 y(t,X)C? 共 固 , 则 

G(X)=BX+g(X), 
其 中 BX 为 线性 项 ,g(X) 不 含 线性 项 , 且 B 的 特征 值 与 4 的 特征 
值 相同 . (提示 : 设 h(X) 二 EX 十 el(X), 其 中 EX 为 线性 项 ,e(X) 
不 含 线性 项 . 首先 用 h 是 微分 同 胚 证 明 detE 六 0, 因此 E 是 非 异 矩 
阵 ;再 利用 习题 61 计算 G, 并 说 明 G 的 线性 部 分 的 系数 矩阵 与 4 
相似 . ) 

64. 证 明 系统 (1): 工 一 2z 十 y,》 一 z 十 ?的 流 与 系统 (2): 工 
=z,》 一 2y 的 流 是 拓扑 共 轿 的 但 不 可 能 C' 共 斩 . 

65. 如 果 一 个 系统 的 流 可 与 它 的 线性 化 系统 的 流 拓扑 共 婉 ， 
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则 称 此 系统 可 被 线性 化 . 证 明 系统 工 王 2z 十 多 ,》 一 > 可 被 线性 
化 ,但 不 可 能 C: 线性 化 (提示 : 用 第 六 章 8$ 6 的 Hartman 定理 , 同 
时 证 明 对 原 系统 作 任何 C? 变量 替换 后 所 得 系统 中 工 的 右 端 交 的 
系数 总 是 1. ) 

66. 证 明 系 统 : = 二 ar,》= 二 (a 一 7)y 十 exz, 之 二 一 7z, 不 可 
能 被 C' 线性 化 ,其 中 «>7>>0,e#0. 

67. 可 以 证 明 映 射 : x- 二 er 十 y ,yy 二 ey 当 0<e<1l 
时 可 C! 线性 化 (这 时 映射 是 压缩 的 ) ,并 证 明 此 映射 不 可 能 C? 线 
性 化 . 

68. 用 隐 函 数 定理 证 明 第 七 章 引 理 2. 

69. 举例 说 明 一 个 中 心经 过 一 个 任意 小 的 C" 扰动 可 以 变 成 
一 个 稳定 的 或 不 稳定 的 焦点 . 

70. 证 明 第 七 章 引 理 6. 

71. 设 f(z)=azr" 十 g(x), 其 中 a 六 0,g€EC". 证 明 若 在 区 间 
—e<r<e 

lg™(0)| < nt)lal, 
则 f(z) 在 区 间 一 e+ 二 6e 上 至 多 只 能 有 个 根 . 

72. 证 明 第 十 二 章 引 理 1. 

73. 证 明 第 十 二 章 引 理 2 命题 (1). 

74. 证 明 第 十 二 章 引 理 2 命题 (2). (提示 : 首先 证 明 , 若 m 是 
一 个 整数 , 则 G(z 十 m) = 二 G(z) 十 mdeg(g). 再 利用 公式 F(z 十 1) 
=F(x)+deg(f).) 

75. 证 明 第 十 二 章 引 理 2 命题 (3). (提示 : F(z)=z 是 ss 上 
恒 同 映射 的 一 个 提升 . ) 

76. 证 明 第 十 二 章 引 理 2 命题 (4). (提示 : 了 是 同 胚 蕴涵 广 ， 
存在 ,由 了 。 广 :是 恒 同 映射 出 发 ,再 用 习题 74 和 习题 75 的 结 
论 .) 

77. 证 明 第 十 二 章 引 理 2 命题 (5). (提示 : 用 了 是 保定 向 的 
推出 /的 提升 (x) 必定 是 递增 的 ,再 用 习题 76 的 结论 - ) 

421 


78. 证 明 第 十 二 章 引 理 3. 

79. 设 f: 5- 一 5 为 Fr20( 即 若 z= 一 cosg 十 ising, 则 f(z)= 
cos29 十 isin29). 证 明 下 (rx)==2x 是 了 的 一 个 提升 , 且 p(F,0)==0， 
而 车 x#0, 则 eCF,zr) 一 co.) 

80. 设 f: s'>s! 为 9+>0 十 a(0), 其 中 (90) 是 周期 为 2 的 分 
段 线性 函数 ， 


a(0) = a(27) = 0， a 3 


到 2r， 
其 余地 方 线性 连接 .证 明 F(r)=x 十 8(z) 是 了 的 一 个 提升 ,其 中 
B(z) 是 周期 为 1 的 分 段 线性 函数 ， 


B(0) = 86G) = 0， 有 | 二 =+1， p| 站 = 一 1， 
其 余地 方 线性 连接 . 而 且 p(F,m) = 二 0, 其 中 m 是 一 个 整数 ， 
r(4)=++1, j= 主 +2 …， 本 [证 = 计 + 
从 而 pF 证)=1 


81. 设 f 是 svs' 的 连续 映射 ,deg(/) 二 1,F 是 了 的 一 个 提 
升 ,证 明 F"(zx) 一 zx 是 周期 为 1 的 周期 函数 . (提示 : 由 下 是 的 
提升 得 出 F" 是 户 的 提升 ,再 利用 习题 74 求 出 deg《f") ,根据 映射 
度 的 定义 即 容易 得 出 结论 . ) 
82. 证 明 第 十 二 章 引 理 6. 
83. 证 明 第 十 二 章 引 理 7. (提示 : 考虑 f,g,h 的 提升 ,G。 
妃 , 则 G。 妃 和 五 下 分别 是 g。 六 和 A。j 了 的 提升 ,由 A。7 一 
g。h 得 出 G。 矿 = 全 。F 十 ,再 证 
G'sH=H°F"+nk. 
由 五 (z) 一 zx 是 连续 周期 函数 ,证 有 常数 M, 使 
IH(F"(7)—F"(r)|<M, 


HF(7)_F’ ED 
n 


从 而 当 n 一 oo 时 ， 一 0. 由 此 易 证 结论 . ) 
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84. 设 a 十 c=cd 十 bc: 二 0, 确 定 系统 
i= zy 十 az 十 bz 内， YY 一 一 > 十 cz 十 dry 


的 奇 点 O(0,0) 的 稳定 性 . 
85. 设 4=4() 是 上 的 矩阵 函数 ,证 明 
ddy sz THA) 
di Tr| dt 
其 中 4 是 4 的 伴随 矩阵 . 


86. 设 X(D) 是 上 的 矩阵 函数 ,满足 方程 怪 4x, 证 明 
detX) 二 TrAdetX. (提示 : 利用 习题 85. ) 


87. 证 明 第 十 章 82 中 引 理 9. 

88. 设 O 是 系统 工 一 人 zx 十 六 Cryy)，y 一 时 y 十 Crzyy) 的 贰 
点 ,y= 二 97),T 二 y(y) 是 它 的 两 条 不 变 流 形 , 其 中 pq 和 yEC' ,8(0) 
二 9g'(0)=0,g(0)==y'(0)=0,4- 过 0<<41 rr 是 zyy 的 高 阶 无 
穷 小 . 变量 替换 为 u=x+ 一 y(y),v=y 一 Vz), 证 明了 在 O 的 邻 
域内 是 非 异 的 , 且 把 上 述 系 统 化 为 系统 

=AutBuv), 了 一 人 io 十 更 (xyu)， 

其 中 


| _av 
oo Ov 

89. 设 4- 二 0<A'+ 是 2X2 矩阵 4 的 特征 值 ,L+,L 是 义 = 
4X 的 不 变 流 形 , M1 EL+ ,MEL- ,OM 二 OM;==p,l*,!" 经 过 
MioM; 点 且 人 /LL NZL+,NIEL MIN 一 xy 是 系统 况 一 
4X 的 在 t=0 时 从 Ni 点 出 发 的 轨 线 ,7 交 三 于 Ni 点 ,MiN, 二 
zw 证 明 


$B(0,v) = Wu,0) = 0, 0. 


{0,0) 


v, = pre, 其 中 = 一 和 At+. 
90. 设 e= (evaz)7,8=(p ,8.)7,X 都 是 R* 中 向 量 ,4 是 一 


个 2xX2 矩阵 ,gl 二 (一 @,a1),a 人 B= 二 a1B, 一 asBi, 证 明 
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(1l)at .B=aAB; 

(2) BCaAB)=| Se) MptaN 

(3) (AB) AX+BAN (AX)=(TrA) (BAX). 

91. 设 X,7 是 Banach 空间 , f: XY 是 可 微 映射 ,f 的 微 
分 df(Xo,hi) 和 J 在 Xo 的 导 算 子 Df(Xo) 的 定义 是 什么 ?DfA(X。) 
的 定义 域 和 值 域 是 什么 空间 ?如 果 下 =Df(X) 也 是 可 微 映射 ,那么 
下 的 微分 dF(X。,hs) 和 下 在 X, 的 导 算 子 DF(X。) 二 D*f(X。) 的 定 
义 是 什么 ? D*F(X。) 的 定义 域 和 值 域 是 什么 空间 ? 对 f : R* 一 R?， 
具体 写 出 (DfA(Xo))h 和 D?f(Xo)hh, 的 表达 式 ? (首先 指出 X。， 
hi,hs 都 属于 什么 空间 . ) 
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= 画 
二 维系 统 20 

四 画 
内 积 1 
中 心 29 
无 切线 段 76 
不 动 点 320 
不 变 集 117 
不 变 流 形 259 
不 稳定 流 形 259 
双 曲 流 157 
双 曲 型 平衡 点 157 
双重 极限 环 75 
分 支 182 
分 支 函数 190 
分 支 值 206 
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